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1 主結果
本講演では，特異楕円型方程式

−∆1u−∆pu = f in Ω (1)

および特異放物型方程式
∂tu−∆1u−∆pu = f in ΩT = Ω× (0, T ) with T ∈ (0, ∞) (2)

の弱解 uの（超函数の意味での）空間勾配∇u = (∂xj
u)j の連続性に関する近年の結果 [7], [8],

[9]を報告する．ここで，Ω ⊂ Rnは有界 Lipschitz領域であり，空間次元は n ≥ 2とする．空間
拡散作用素∆s (1 ≤ s < ∞)は，s-Laplace作用素∆su := ∇ · |∇u|s−2∇uを表す．
楕円型方程式 (1)の弱解u : Ω → Rは標準的なSobolev空間W 1, p(Ω)に属し，試験函数空間と

してはW 1, p
0 (Ω)をとる．特に，方程式 (1)はW−1, p′(Ω)の意味で捉える．ここで，p′ := p/(p−1)

は pのHölder共役指数を表す．右辺の既知函数 f : Ω → Rについては，Lebesgue空間Lq(Ω)に
属するものとする．空間勾配の連続性を示すに際して，指数 p, qは

1 < p < ∞, n < q ≤ ∞ (3)

をみたすものとする．指数 qの条件は，古典的なPoisson方程式を考えると最適な仮定である．
方程式 (1)の弱解は次のように定義される．
定義 1.1. 函数 u ∈ W 1, p(Ω)が (1)の弱解であるとは，Z ∈ L∞(Ω; Rn)が存在して，任意の
ϕ ∈ W 1, p

0 (Ω)に対して ∫
Ω

(Z + |∇u|p−2∇u) · ∇ϕ dx =

∫
Ω

fϕ dx

が成立し，ほとんどいたるところの x ∈ Ωに対して
Z(x) ∈ ∂| · |(∇u(x))

をみたすことである．ただし，∂| · |は | · | : Rn → [0, ∞)の劣微分作用素である．
定義 1.1で注意すべき点は，|∇u|−1∇uの代わりに劣勾配に値をとる函数Zを導入したこと

であるが，これは凸函数 | · |が原点で微分できないためである．特に，より緩い意味での微分
にあたる劣勾配・劣微分の枠組みで，∆1uを取り扱う必要がある．
放物型方程式 (2)についても定義 1.1と同様に弱解を定義できるが，函数空間の設定を詳し

く述べる必要がある．弱解 u : ΩT → Rは

Xp(0, T ; Ω) :=
{
u ∈ Lp(0, T ; W 1, p(Ω))

∣∣∣ ∂tu ∈ Lp′(0, T ; W−1, p′(Ω))
}

に属するものとする．特に，方程式 (2)はLp′(0, T ; W−1, p′(Ω))の意味で捉えており，試験函数
空間としては

Xp
0 (0, T ; Ω) :=

{
u ∈ Lp(0, T ; W 1, p

0 (Ω))
∣∣∣ ∂tu ∈ Lp′(0, T ; W−1, p′(Ω))

}
1本研究は JSPS科研費 22KJ0861の助成を受けたものである．



をとる．このようなクラスでの p-Laplace方程式の弱解の一意存在はよく知られている（例え
ば，[5], [6]）．既知函数の外力項 f : ΩT → RはLq(0, T ; Lq(Ω)) = Lq(ΩT )に属し，指数 p, qは

2n

n+ 2
< p < ∞, n+ 2 < q ≤ ∞,

1

p
+

1

q
≤ 1 (4)

をみたすものとする．条件 (4)のうち，1番目と2番目の仮定は∇uの連続性を考える上で「典型的
な」2仮定である [3, Chapters VIII–IX]が，3番目の仮定は連続包含Lq(ΩT ) ↪→ Lp′(0, T ; W−1, p′(Ω))
を用いる都合で要求される技術的仮定である．条件 (4)の下で，弱解は次のように定義される．
定義 1.2. 函数 u ∈ Xp(0, T ; Ω) ∩ C([0, T ]; L2(Ω)) が方程式 (2) の弱解であるとは，Z ∈
L∞(ΩT ; Rn)が存在して，任意の ϕ ∈ Xp

0 (0, T ; Ω)に対して∫ T

0

⟨∂tu, ϕ⟩W−1, p′ (Ω),W 1, p
0 (Ω) dt+

∫∫
ΩT

(Z + |∇u|p−2∇u) · ∇ϕ dxdt =

∫∫
ΩT

fϕ dxdt

が成立し，ほとんどいたるところの (x, t) ∈ ΩT に対して
Z(x, t) ∈ ∂| · |(∇u(x, t))

をみたすことである．

方程式 (1), (2)の数学解析は，p = 2の場合は 1970年代のDuvaut–Lionsの古典的テキスト
[4]にまでさかのぼることができるが，空間勾配の連続性は長らく未解決問題であった．以下の
定理 1.3–1.4は，超函数の意味での空間勾配∇u ∈ LpがC0のクラスに入ることを表しており，
これまで予想されていた空間勾配の連続性を肯定的に解決するものである．
定理 1.3. 指数 p, qが条件 (3)をみたすとする．この時，楕円型方程式 (1)の弱解 uの空間勾配
∇uはΩ上連続である．
定理 1.4. 指数 p, qが条件 (4)をみたすとする．この時，放物型方程式 (2)の弱解 uの空間勾配
∇uはΩT 上連続である．
なお，より強い結果として∇uのHölder連続性が予想されているが，これは依然として未

解決である．

2 証明の方針
定理 1.3–1.4を示す際に問題となる点は，1-Laplace作用素の拡散作用には特異性と退化性の両
方を併せ持つことである．このような異方拡散構造により，方程式 (1)–(2)の「一様楕円・放物
性」が弱解の平らな面 {∇u = 0}の近くで崩れてしまうため，等方拡散構造に基づいた既存の
正則性理論（例えば，Schauder理論やDe Giorgi–Nash–Moser理論）のみでは平らな面のふち
における解析が困難となる．
しかし，|∇u| ≥ δ > 0という具合に勾配が退化していない場合には，方程式 (1)–(2)が適当

な意味で「一様楕円・放物的」になることがわかる．そこで切り捨てパラメータ δ ∈ (0, 1)を
導入して，切り捨てられた勾配

Gδ(∇u) := (|∇u| − δ)+
∇u

|∇u|

の局所Hölder連続性を示すことが証明の鍵となる．上記のような切り捨てを施すことにより，
平らな面において強く現れる異方拡散構造や非一様楕円・放物性を回避できることが重要であ

2ただし，1 < p ≤ 2n
n+2 の場合でも u ∈ Lp(ΩT )よりも強い可積分性があれば，∇uの連続性が期待される．こ

の問題については，現在取り組んでいる最中である．



る．ただし，Gδ(∇u) ∈ C0の連続度評価は根本的に δ ∈ (0, 1)に依存しており，δ → 0とした
場合の連続度評価を定量的に得ることはできない．そのため，解 uの平らな面のふちの周りに
おける∇uの定量的な連続度評価を得ることについては，依然として困難な未解決課題である．
しかし δ → 0とすると Gδ(∇u)は∇uに一様収束するため，定性的な連続性∇u ∈ C0が従い，
定理の証明が完了する．
このような切り捨ての手法は，異方的な退化拡散楕円型問題の正則性に関する研究 [1, 2]で

用いられている．講演者は [1]に大きく影響を受けて，楕円正則性（定理 1.3）を示し [7, 8]，更
には放物正則性（定理 1.4）も示した [9]．切り捨てられた空間勾配に関する局所Hölder連続度
評価については，De Giorgiの切り捨て法とCampanatoの摂動法に基づいた古典的なアプロー
チにより達成される（定常問題 (1)の正則性を日本語で概説したものとして，[10]のテクニカル
レポートを挙げる）．
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