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1 ベクトル空間と位相空間の基本概念
1.1 ベクトル空間 (Vector Spaces)

k = R（実数体）またはC（複素数体）とする．

定義 1. 集合 V が体 k上のベクトル空間であるとは，V 上に加法演算 ”+ ”および
スカラー積 ” · ”が定義され，V はこの演算に関して閉じている，即ち，x, y ∈ V
および α ∈ kに対し {

x+ y ∈ V
α · x ∈ V
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更に，x, y, z ∈ V , α, β, γ ∈ kに対し

x+ y = y + x, x+ (y + z) = (x+ y) + z

α · (β · x) = (αβ) · x
∃0 ∈ V s.t. x+ 0 = 0+ x = x

∃1(−x) ∈ V (∀x ∈ V ) s,t, x+ (−x) = (−x) + x = 0

1 · x = x, 0 · x = 0

α(x+ y) = αx+ αx, (α + β)x = αx+ βx

が成り立つときをいう．k上のベクトル空間を V/kで表す．

例 1. (1) V = Rn = {t(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ R (1 ≦ i ≦ n)}

(2) V = Cn = {t(z1, z2, . . . , zn) : zi ∈ C (1 ≦ i ≦ n)}

(3) V = CはR上のベクトル空間でもありC上のベクトル空間である．{1, i}が
CをR上のベクトル空間と見たときの基底であり，{1}はC上のベクトル空
間と見たときの基底．

V = V/kをベクトル空間とする．

定義 2. A , B ⊂ V, x ∈ V, λ ∈ kに対し

x+ A = {x+ a : a ∈ A}
x− A = {x− a : a ∈ A}
A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}
λ · A = {λa : a ∈ A}
−A = {(−a) : a ∈ A}

注意 1. 2A 6= A+ A

定義 3. A ⊂ V = V/kが部分空間（subspace）とは次の

(1) 0 ∈ A

(2) α · A+ β · A ⊂ A (∀α, ∀β ∈ k)

を満たすとき．
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定義 4. V の k上の次元が n（dimkV = n）とは，n個の基底 {x1, x2, . . . , xn}を持
つ時，即ち，任意の x ∈ V に対し，∃1(α1, α2, . . . , αn) ∈ knが存在し

x = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn

と一意的に表されるとき．

例 2. dimRC = 2, dimCC = 1

問題 1. dimRV = n⇐⇒ V ∼= Rn（線形同型）

1.2 位相空間 (Topological Spaces)

定義 5. 集合X が位相空間とは，X 上の部分集合からなる集合族 S（ X の位相
（topology）という）で次を満たすものが存在するとき：

(1) ∅, X ∈ S

(2) A,B ∈ S =⇒ A ∩ B ∈ S

(3) Aλ ⊂ S =⇒
⋃
Aλ ∈ S.

集合X と位相 S の組 (X,S)を位相空間（topological space）という，S の元を開
集合 (open set)と呼ぶ．S0 = {∅, X}を密着位相（indiscrete topology）とよび，
S∞ = {Xの全ての部分集合 }をXの離散位相（discrete topology）という．

以下，(X,S)を位相空間とする．

定義 6. A ⊂ Xが閉集合 (closed set)とは，X \ A ∈ S，即ち，X \ Aが開集合．

定義 7. A ⊂ Xに対し

(1) A：Aを含む最小の閉集合：Aの閉包（closure）という．

A =
⋂
F⊃A

F :closed

F

特に，Aは閉集合である．
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(2)
◦
A：Eに含まれる最大の開集合：Aの開核（open kernel）という．

◦
A =

⋃
G⊂A

∀G:open

G

特に，
◦
Aは開集合である．

定義 8. x ∈ Xに対し，xを含む開集合を xの近傍（neighborhood）という．

Nx = {U ∈ S : x ∈ U}

を xの近傍系（system of neighborhoods）という．
特にN ∗

x が xの基本近傍系（fundamental system of neighborhoods）とは

• N ∗
x ⊂ Nx かつ

• 任意の U(x) ∈ Nxに対し，U∗(x) ∈ N ∗
x が存在して U∗(x) ⊂ U(x)

を満たすとき．

注意 2. 部分集合G ⊂ Xは，任意の x ∈ Gに対し，xの近傍U(x) ∈ Nxがあって，
U(x) ⊂ Gをみたすとき，

G =
⋃
x∈G

U(x)

は開集合である． これを開集合の定義にしても良い．即ち，

G ⊂ Xが開集合 def⇐⇒ ∀x ∈ G → ∃U(x) ∈ Nx s.t. U(x) ⊂ G．

定義 9. SをX上の位相とする．B ⊂ Sが開集合の基（base for open sets）とは，
任意のΩ ∈ Sに対し，部分集合族 ∃{Bλ} ⊂ Bが存在し，

Ω =
⋃
λ

Bλ

と表わされるとき．

定義 10. X が Hausdorff空間であるとは，X の任意の 2点 x 6= yに対し，近傍
U ∈ Nxおよび V ∈ Nyが存在し

U ∩ V = ∅

が成り立つとき．
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問題 2. 位相空間X がHausdorff空間ならば，任意の点 x ∈ X に対し，集合 {x}
は閉集合である．
［解］任意にy ∈ X\{x}をとる．x 6= y．XはHausdorffより，U(x) ∈ Nx, U(y) ∈
Nyが存在して U(x) ∩ U(y) = ∅とできる．

∴ U(y) ⊂ X \ U(x) ⊂ X \ {x}

よって，X \ {x}は開集合であり，結果として，{x}は閉集合である．逆は成り立
たない．

定義 11. A ⊂ Xとする．a ∈ XがAの集積点（accumulation point）とは，任意
の近傍 U(a) ∈ Naに対し，

U(a) ∩ (A \ {a}) 6= ∅

を満たすとき．
Ad := {a ∈ X : a は A の集積点 }

をAの導集合という．また，aがAの孤立点とは，a 6∈ Adのとき，即ち，ある近
傍 ∃U0(a) ∈ Naが存在して，

U0(a) ∩ (A \ {a}) = ∅ iff⇐⇒ U0(a) ∩ A = {a}

F ⊂ Xを閉集合とする．

a ∈ F ⇐⇒∀ U(a) ∈ Na に対し U(a) ∩ F 6= ∅

∵ (⇐=)を示す：a 6∈ F とすると，a ∈ X \ F．X \ F は開集合より，
∃U(a) ∈ Na s.t. U(a) ⊂ X \ F ⇐⇒ U(a) ∩ F = ∅

これは，矛盾である．(=⇒)は自明．

(i) a ∈ Ad ⇐⇒ a ∈ A \ {a}.

a ∈ Adとする．任意の ∀U(a) ∈ Naに対し，U(a) ∩ (A \ {a}) 6= ∅. よって，
U(a) ∩ A \ {a} 6= ∅.今，A \ {a}は閉集合ゆえ，(i)より，a ∈ A \ {a}.
逆に，a ∈ A \ {a}とすると，∀U(a) ∈ Naに対し，U(a) ∩ A \ {a} 6= ∅．そこ
で，ある近傍 ∃U0(a) ∈ Na に対し，U0(a) ∩ (A \ {a}) = ∅と仮定すると，
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A \ {a} ⊂ X \ U0(a)でX \ U0(a)は閉集合より，

A \ {a} ⊂ X \ U0(a) = X \ U0(a)

を得る．よって，U0(a) ∩ A \ {a} = ∅.これは，矛盾である．

(ii) A ∪ Ad = A.

a ∈ A ∪ Adをとる．a ∈ A =⇒ a ∈ Aである.一方，a 6∈ Aならば，a ∈ Ad.

よって，任意の ∀U(a) ∈ Naに対して，a 6∈ Aより，

U(a) ∩ (A \ {a}) = U(a) ∩ A 6= ∅.

特に，
∅ 6= U(a) ∩ A ⊂ U(a) ∩ A

Aは閉集合より，(i)から，a ∈ A.こうして，A ∪ Ad ⊂ A.

逆に，a ∈ Aならば，任意の ∀U ∈ Naに対して，(i)より，U(a) ∩ A 6= ∅.今，
a 6∈ Aとし，a ∈ Adを示せば，A ∪ Ad ⊂ Aが分かる．実際，a 6∈ Asとす
れば，近傍 ∃U(a) ∈ Naがあって，U(a) ∩ (A \ {a}) = ∅.今，a 6∈ Aより，
U(a) ∩ A = ∅.よって，A ⊂ X \ U(a)（閉集合）より，

A ⊂ X \ U(a) = X \ U(a) =⇒ U(a) ∩ A = ∅.

これは矛盾である．よって，a ∈ Ad ∴ A ⊂ A∪Ad.よって，A∪Ad = A

定義 12. K ⊂ Xがコンパクトであるとは，Kの任意の開被覆 U = {Ωλ}λ∈Λとす
る，即ち，K =

⋃
λ∈Λ

Ωλとする．そのとき，Uからの有限個の開集合

∃{Ωλ1 ,Ωλ2 , . . . ,Ωλt} ⊂ U s.t. K =
t⋃

i=1

Ωλi

定義 13. (X,S)を位相空間Y ⊂ Xを部分集合とする．T : S|Y = {Y ∩U : U ∈ S}
とおく．このとき，T は Y 上１つの位相を定める．T をX から誘導される Y 上
の位相，または，相対位相という．

定義 14. (X,S)および (T, T )を位相空間とする．写像 ϕ : X −→ Y が連続（con-

tinuous）とは，f−1T ⊂ S を満たすとき，即ち，任意の開集合 G ⊂ Y に対し，
f−1(G)もまたXの開集合であるとき．
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注意 3. f : X −→ Y が各点 x ∈ X で連続とは⇐⇒ f(x) ∈ Y の任意の近傍
V = V (f(x)) ∈ Nf(x)に対して，xの近傍 U = U(x)が存在して，f(U) ⊂ V が成
り立つときをいう．

勿論，連続ならば各点で連続である．逆に，任意の開集合G ⊂ Y に対して，x ∈
f−1(G)をとると，f(x) ∈ Gを得る.Gは開集合ゆえ，f(x)の近傍V = V (f(x)) ⊂ Y

が存在し，V = V (f(x)) ⊂ Gを満たす．f : X −→ Y は x ∈ Xで連続より，x ∈ X
の近傍U = U(x)が存在して，f(U) ⊂ V，即ち，U(x) ⊂ f−1(V ) ⊂ f−1(G)を得る．

∴ f−1(G) =
⋃

x∈f−1(G)

U(x)

よって，f−1(G)が開集合である．

例題 1 (ε-δ法). f : R −→ Rが x = aで連続ならば，f(a)の任意の ε-近傍 (−ε +
f(a), f(a) + ε)に対し，x = aの δ-近傍 (−δ + a, a+ δ)が存在し，

f ((−δ + a, a+ δ)) ⊂ (((−ε+ f(a), f(a) + ε))

換言すれば，
任意の ε > 0に対して，δ > 0が存在し，x ∈ (−δ + a, a + δ)ならば，f(x) ∈

(−ε+ f(a), f(a) + ε) が成り立つ．これは，

∀ε > 0 , ∃δ > 0 s.t. |x− a| < δ → |f(x)− f(a)| < ε

を意味し，世に，(ε, δ)-法と呼ばれている．

注意 4. (X,S)を位相空間とし，Y を集合とする．f : X −→ Y を全射写像とする．

T = {G ⊂ Y : f−1(G) ∈ S}

は位相の公理を満たす．このとき，T は f : X −→ Y を連続にするような位相で
ある．つまり，Y に位相 T を入れれば，f は常に連続になる．

定義 15. (X,S)を Hausdorff位相空間とする．点列 {xn}が x ∈ X に収束する
（ lim

n→∞
xn = x）とは，任意の U ∈ Nxに対して，ある番号 0 < N ∈ Nが存在して，

xn ∈ U (∀n ≧ N)が成り立つとき．このとき，xを点列 {xn}の極限値という．
XがHausdorffならば，極限値はただ一つである．
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2 位相ベクトル空間 (Topological Vector Spaces)

2.1 位相ベクトル空間の諸概念
定義 16. Eが体 k上の位相ベクトル空間とは

(1) E = E/kはベクトル空間である．

(2) Eは位相空間（Eの位相を SEとする）であり，

(a) ∀x ∈ Eは閉集合である.

(b) ベクトル空間の加法およびスカラー積の演算は連続である，即ち，
• Φ : E × E −→ E Φ(x, y) = x+ yは連続写像
• Ψ : k × E −→ E Ψ(α, x) = αxは連続写像

即ち，(x1, x2) ∈ E ×Eおよび x1 + x2の任意の近傍U ⊂ Eに対し
て，Eの xiの近傍 Vi (i = 1, 2)が存在して,

V1 + V2 ⊂ U

また，∀α ∈ k，∀x ∈ Eおよび任意の αxの近傍U に対し，αの近
傍∆ := {λ ∈ k : |λ− α| < r}および xの近傍 V ⊂ Eが存在し，

∆ · V ⊂ U ⇐⇒ λ · V ⊂ U (∀λ ∈ ∆)

ただし，E × Eや k × Eには直積位相を入れる．この位相に関し
て，Φ,Ψは連続である．

注意 5. k = R,Cには自然に位相空間の構造を入れる事ができる．E×Eや k×E
にはそれぞれ直積位相 SE×E, Sk×Eを入れる．即ち，任意の開集合G ⊂ E ×Eに
対し，∃{Uλ}, ∃{Vν} ⊂ SEが存在し

G =
⋃
λ,ν

(Uλ × Vν)

と表わせる．そのような位相である．k × Eについても直積位相を同様の考えで
入れる．

定義 17. 位相ベクトル空間Eの部分集合B ⊂ Eが有界（bounded）であるとは，
任意の 0 ∈ Eの近傍 V に対し，∃s = sV > 0が存在し，t > sなるすべての t > 0

に対し，B ⊂ tV .
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Eを位相ベクトル空間とし，a ∈ E, 0 6= λ ∈ kを取る．

Ta : E −→ E ; x 7→ x+ a, , Mλ : E −→ E ; x 7→ λx

とおく．

命題 1. Ta, Mλ : E −→ Eは位相同型（homeomorphism）である．

Proof. 第１成分への射影 p : E × E : (x1, x2) 7→ x1は連続である．１点 a ∈ Eは
閉集合で pが連続より，p−1(a) = {a} × Eは閉集合である．また，

σa : E −→ E × E ; x 7→ (a, x)

は位相同型で Ta = Φ|{a}×E = Φ ◦ σaも位相同型．Mλ = Ψ|{λ}×Eについても同様.

実際，p ◦ σa = id|E（恒等写像）．σa = (p|{a}×E)
−1は位相同型．加法演算 Φ :

E × E −→ Eの連続性より，Φ|{a}×Eも（全単射）連続．

注意 6. (1) G ⊂ Eが開集合なら任意の a ∈ Eに対し a+Eも開集合であり，逆
も正しい．

(2) 任意の 0 6= λ ∈ kに対し λ ·Gもまた開集合である．逆も正しい．

(3) Bを 0 ∈ Eの基本近傍系，即ち，W を 0 ∈ Eの近傍とすると，∃U(0) ⊂ Bが
存在して，U(0) ⊂ W をみたす．そのとき，Ba = {a + U(0) : U(0) ∈ B}
は a ∈ Eの基本近傍系である．

実際，W = W (a)を aの近傍とする．T−a(W ) = −a+W は 0を含む開集合
より 0の近傍である．よって，∃U(0) ∈ Bが存在してU(0) ⊂ −a+W .こう
して，a+U(0) ⊂ W かつ a+U(0) ∈ Baより示された．U(a) = a+U(0)と
表わすこともある．

定義 18. Eを位相ベクトル空間とする．

• Eが局所凸（locally convex）とは，0の基本近傍系 ∃Bで，各 U ∈ Bが凸集
合であるものが存在するとき．

• Eが局所有界（locally bounded）であるとは，0が有界な近傍 U(0) ∈ N0を
持つとき．
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• Eが局所コンパクト（locally compact）であるとは，∃U := U(0)∈ N0で U

がコンパクトであるものが存在する．

• EがHeine-Borelの性質をもつとは，Eの任意の有界かつ閉集合はコンパク
トであるとき．

• E が距離付け可能 (metrizable)とは，E の位相 SE が E 上の距離 (metric)d

と両立している（compatible）のとき，即ち，任意の開集合 Ω ∈ SE および
∀a ∈ Ωに対して，a中心の半径 r > 0の開球

B(a, r) = {x ∈ E : d(x, a) < r},
(
B(a, r) = {x ∈ E : d(x, a) ≦ r}

)
が存在して，B(a, r) ⊂ Ωを満たすとき．

定義 19. dがベクトル空間E上の距離とは，以下を満たすとき

• 0 ≦ d(x, y) <∞ (∀x, y ∈ E)

• d(x, y) = d(y, x)かつ d(x, y) = 0⇐⇒ x = y.

• d(x, z) ≦ d(x, y) + d(y, z) (∀x, y, z ∈ E.

距離を持つベクトル空間を距離空間（metric Spaces）という．

定義 20. ‖‖がE上のノルム（norm）であるとは，

• ‖x‖ ≧ 0かつ {x‖ = 0⇐⇒ x = 0

• ‖λx‖ = |λ|‖x‖ (∀x ∈ E, λ ∈ k)

• ‖x+ y‖ ≧ ‖x‖+ ‖y‖

ノルムを持つベクトル空間をノルム空間（Normed Spaces）という．
d(x, y) := ‖x− y‖をノルムから決まる距離という．

B1(0) = {x ∈ E : ‖x‖ < 1, B1 = {x ∈ E : ‖x‖ ≦ 1}

をノルム空間の単位開（閉）球という．

2.2 位相ベクトル空間の分離性　について
E = E/kを位相ベクトル空間とする．
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命題 2. W を 0 ∈ Eの近傍とする．そのとき，次を満たす 0の近傍Uが存在する：

• U = −U（symmetric neighborhood：対称近傍）

• U + U ⊂ W

Proof. 加法演算 Φ : E × E −→ Eは (0,0)で連続でΦ(0,0) = 0 + 0 = 0である．
よって，0の近傍であるW に対して，(0,0)の近傍 V1 × V2，（但し，Vi (i = 1, 2)

は 0の近傍）が存在し，

Φ(V1 × V2) ⊂ W ⇐⇒ V1 + V2 ⊂ W.

そこで，
U = V1 ∩ V2 ∩ (−V1) ∩ (−V2) ⊂ Vi (i = 1, 2)

とおくと，容易にU = −U が分かり，U +U ⊂ V1 + V2 ⊂ W を得る．W の代わり
に U に対して命題を適用すれば
0の対称近傍 U（U = −U）が存在し U + U + U + U ⊂ W .特に，

U + U + U ⊂ U + U + U + U より U + U + U ⊂ W

を得る．

定理 1. Eを位相ベクトル空間とし，K ⊂ Eはコンパクト集合，C ⊂ Eは閉集合
で，K ∩ C = ∅とする．そのとき，0の近傍 V で

(K + V ) ∩ (C + V ) = ∅

を満たすものが存在する．

注意 7. K + V =
⋃

x∈K(x+ V )はKを含む開集合である．定理 1はKとCを含
む互いに交わらない開集合の存在を主張している．

Proof. K 6= ∅とする．x ∈ Kをとる．x 6∈ C ⇐⇒ x ∈ E \Cであり，E \Cは開集
合なので，0の近傍Uが存在して (x+V ) ⊂ E\C ⇐⇒ (x+U)∩C = ∅.この Uに対
して，定理 1より，0の対称近傍Vx（Vx = −Vx）が存在し (x+Vx+Vx+Vx)∩C = ∅
を得る.よって，

(x+ Vx + Vx) ∩ (C + Vx) = ∅

12



(x+Vx+Vx)∩ (C +Vx) = ∅を示す．実際，(x+Vx+Vx)∩ (C +Vx) 3 aなら
ば，a = x+v1+v2 = c+v3（但し，vi ∈ Vx (i = 1, 2, 3) , c ∈ C）と表わされる．
Vx = −Vxより，−v3 ∈ Vx. よって，c = x+ v1 + v2 − v3 ∈ x+ Vx + Vx + Vx．
これは (x+ Vx + Vx + Vx) ∩ C = ∅に反する．

x+ Vxは x ∈ Kの開近傍で，K =
⋃

x∈K(x+ Vx)を得る．Kのコンパクト性か
ら，∃{x1, x2, . . . xn} ⊂ Kが存在し，

K ⊂ (x1 + Vx1) ∪ (x2 + Vx2) · · · ∪ (xn + Vxn)

特に，(xi + Vxi
+ Vxi

) ∩ (C + Vxi
) = ∅ (1 ≦ i ≦ n)である.

V = Vx1 ∩ · · · ∩ Vxnとおく．そのとき，V ⊂ Vxi
(1 ≦ i ≦ n)より，

K + V ⊂
n⋃

i=1

(xi + Vxi
+ V ) ⊂

n⋃
i=1

(xi + Vxi
+ Vxi

)

今，(xi + Vxi
+ Vxi

) ∩ (C + V ) ⊂ (xi + Vxi
+ Vxi

) ∩ (C + Vxi
) = ∅ (1 ≦ i ≦ n). で

あったので，(K + V ) ∩ (C + V ) = ∅.

注意 8. (1) C + V はCを含む開集合ゆえ，E \ (C + V )は閉集合であり，

(K + V ) ∩ (C + V ) = ∅ ∴ K + V ⊂ E \ (C + V )

よって，閉包を取ると

K + V ⊂ E \ (C + V ) = E\(C+V ) =⇒ (K + V )∩(C+V ) = ∅ ∴ (K + V )∩C = ∅.

特に，位相ベクトル空間の定義から，任意の１点は閉集合であった．また，
１点からなる集合はコンパクト部分集合なので，定理 1からEはHausdorff

空間である．

(2) Bを 0の基本近傍系とする．V ∈ Bをとる．そのとき，∃U ∈ Bが存在して，
U ⊂ V が分かる．実際，0 6∈ E \ V は閉集合より，(1)から，∃U(0) ∈ Bが
存在し，U ∩ (E \ V ) = ∅ ∴ U ⊂ V である．

(3) Hausdorff空間Eにおいて，任意のコンパクト部分集合Kは閉集合である．
実際，x 6∈ K ⇐⇒ x ∈ E \ K をとる．このとき，任意の a ∈ K に対し，
x 6= aゆえ，E の Hausdorff性から,U(x) ∈ Nx, V (a) ∈ Na が存在し，
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U(x)∩ V (a) = ∅ & K ⊂
⋃
a∈K

V (a).今，Kのコンパクト性から，有限個の

点 ∃{a1, . . . , an} ⊂ Kが存在し，

K ⊂ V (a1) ∪ V (a2) · · ·V (an).

ここに，U(x) ∩ V (ai) = ∅ (1 ≦ i ≦ n)なので

U(x) ∩
(
V (a1) ∪ V (a2) ∪ · · · ∩ V (an)

)
= ∅.

即ち，
U(x) ⊂ E \

(
V (a1) ∪ V (a2) ∪ · · · ∩ V (an)

)
⊂ E \K

こうして，E \Kは開集合,即ち，Kは閉集合である

命題 3. Eを位相ベクトル空間とする．0の任意の近傍U = U(0)は 0のある円板
状近傍W = W (0)，（即ち，|β| ≦ 1に対して，β W ⊂ W なる近傍W）を含む．

Proof. スカラー積Ψ : k × E −→ Eの (0,0)での連続性から，0 < δ ∈ kおよび
0の近傍 V が存在し，|α| < δなる任意の α ∈ kに対し，k · V ⊂ U が成り立つ．
W =

⋃
α∈k
|α|<δ

αV とおくと，各 αV は 0の開近傍なのでW も 0の開近傍かつ αV ⊂ U

なので，0 ∈ W ⊂ Uである．更に，|β| ≦ 1を満たす β に対し，|βα| < δ より，
βW =

⋃
α∈k
|α|<δ

βαV ⊂ W .よって，W は円板状近傍である．

系 1. 0 ∈ Eは円板状近傍からなる基本近傍系をもつ．

命題 4. Eを位相ベクトル空間とし，V を 0の一つの近傍とする．

(a) 単調増加列：0 < r1 < r2 < · · · < rn < · · · → ∞に対し，

E =
∞⋃
n=1

rnV

(b) 任意のコンパクト部分集合K ⊂ E は有界である．即ち，s > 0が存在し，
t > sなる全ての tに対してK ⊂ tV が成り立つ．特に，Kは閉集合であっ
たので，結果，Kは有界閉集合．
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(c) 更に，V は有界とする．そのとき，単調減少列：δ1 > δ2 > · · · > δn > · · · → 0

に対して，{δnV }∞n=1は 0の基本近傍系である．即ち，
Eが局所有界ならば可算基本近傍系を持つ．

Proof. (a) E ⊂
⋃∞

n=1 rnV を示す．x ∈ Eをとる．スカラー積Ψ : k × E −→ E

は連続なので，特に，(0, x)でも連続．よって，0x = 0 ∈ Eの近傍 V に対
し，近傍W = W (0)および ε > 0が存在し，|λ| < εなる任意の λに対し
て，λ (x +W ) ⊂ V を得る．特に，λx ∈ V .今，rnε > 1なる rnを選ぶと，
{ 1
rn
,

1

rn+1

, . . .} ⊂ {|λ| < ε}なので， 1

rn
x ∈ V .故に，

x ∈ rnV ⊂
∞⋃
n=1

rnV ∴ E =
∞⋃
n=1

rnV

を得る．

(b) 任意の近傍U = U(0)に対し，円板状近傍 V = V (0)で V ⊂ U なるものをと
り，この V に対し，(a)を適用する．K ⊂ E =

⋃∞
n=1 rnV かつKがコンパク

トゆえ，
K ⊂ (rn1V ) ∪ · · · ∪ (rnmV )

今，rn1 < · · · < rnmと仮定してもよい．このとき，
rnj

rnm

< 1ゆえ，

rnj

rnm

V ⊂ V =⇒ rnj
V ⊂ rnmV.

よって，K ⊂ rnmV . 今，t > rnmに対し，V が円板状近傍ゆえ，
rnm

t
V ⊂ V =⇒ rnmV ⊂ tV .

こうして，K ⊂ rnmV ⊂ tV ⊂ tU が成り立ち，Kは有界である．

(c) U = U(0)を 0の近傍とする．V が有界より，s > 0が存在し，t > sに対し，
V ⊂ tU．sδn < 1なる δnに対し，s < 1

δn
<

1

δn+1

, · · ·より，

V ⊂ 1

δn
U ∴ δnV ⊂ U

.こうして，{δnV }∞n=1は 0の基本近傍系である．

15



3 位相ベクトル空間の有限次元性について
定理 2. 局所コンパクト位相ベクトル空間は有限次元である。
命題 5. F ⊂ Eを局所コンパクト部分空間とする．そのとき，F は閉集合である．
Proof. (i) F には相対位相を入れる．そのとき，F は局所コンパクトより，0 ∈ F

のコンパクト近傍K ⊂ FでKの内点集合
◦
K ⊂ Fが0のFに於ける開近傍で

あるものが存在する．相対位相の定義から，Eの開集合Uで，U∩F =
◦
K ⊂ K

なるものが存在する．特に，U = U(0)は 0のEに於ける開近傍である．

(ii) 任意の x ∈ Eに対して，近傍 V = V (0)が存在して，(x+V )∩Kがコンパク
トであることを示す：実際，Uに対し，命題 2および注意 8-(2)から，V = −V
かつ V + V ⊂ U なる 0のEでの近傍 V が存在する．y0 ∈ (x+ V ) ∩Kを固
定する．そのとき，任意の ∀y ∈ (x + V ) ∩Kに対し，y0, y ∈ x + V より，
y0 − x, y − x ∈ V．ここで，V = −V より，

y − y0 = (y − x)− (y0 − x) ∈ V − V = V + V ⊂ U

を得る．一方，F は部分空間より，y− y0 ∈ F .よって，y− y0 ∈ U ∩F ⊂ K．
よって，y ∈ y0 +K.ここで，yの任意性から，(x+ V )∩K ⊂ (y0 +K)を得
る.一方，y0 +Kは Y のコンパクト部分集合で，(x+ V ) ∩ F は F の閉部分
集合なので，(x+ V ) ∩Kは F のコンパクト部分集合である．

注意 9. 位相空間X において，コンパクト集合K ⊂ X に含まれるX

の閉部分集合 Y はまたXのコンパクト部分集合である．
(∵) Y =

⋃
λ

Uλを任意の開被覆（UαはXの開集合）とする．今，K\Y =

K ∩ (X \ Y )はKの開集合である（相対位相の定義）．

K = (K \ Y ) ∪ Y = (K \ Y ) ∪
⋃
λ

Uλ

はKの開被覆である．Kのコンパクト性から有限個の被覆 {Uλj
}kj=1が

あって，
K = (K \ Y )

k⋃
j=1

Uλj
=⇒ Y =

k⋃
j=1

Uλj

(iii) F = F を示せば証明は完結する．実際，任意の y ∈ F をとる．そこで，

B = {W = W (0) : W は 0の開近傍でW ⊂ V }
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とおき，
CW := F ∩ (y +W ) ⊂ F ∩ (y + V )

とおけば（(ii)に於いて，xを yと思う），CW はコンパクト集合F ∩ (y + V )

の閉部分集合なので，コンパクトである．y ∈ F より，yは F の集積点であ
る．よって，yの近傍 y +W に対し，

∅ 6=
(
(y +W )

)
∩ (F \ {y}) ⊂ (y +W ) ∩ F = CW

より，CW 6= ∅を得る．このことから，
⋂
W∈B

CW 6= ∅を得る．

実際，
⋂
W∈B

CW = ∅ならば，
⋃
W∈B

(G \ CW ) = G，ここに，G = F ∩(x+V )

（コンパクト集合）．G \CW は開集合でGはコンパクトゆえ，有限被覆

W1, . . .Wk ∈ Bが存在し，G =
k⋃

i=1

(G \ CWi
)．こうして，⋂iCWi

= ∅.

一方，W = W1∩· · ·∩Wkと置くと，W ∈ Bかつ ∅ 6= CW ⊂
k⋂

i=1

CWi
= ∅．

これは矛盾である．

よって，∃z ∈
⋂
W∈B

CW．

このとき，z ∈ F かつ全てのW ∈ Bに対し，z ∈ (y +W )が成立. 故に，

z − y ∈
⋂
W∈B

W = {0}.

⋂
W∈BW = {0}を示す．

⋂
W∈B

W 6= {0}とすると，0 6= ∃x ∈
⋂
W∈B

W .　

故に，全てのW ∈ Bに対して，x ∈ W を得る．EはHausdorffゆえ，0
の近傍W1,W2 ∈ Bが存在し，W1 ∩ (x+W2) = ∅.よって，

W1 ⊂ E \ (x+W2) ∴ W 1 ⊂ E \ (x+W2) = E \ (x+W2).

よって，W 1 ∩ (x+W2) = ∅.故に，x 6∈ W 1．これは矛盾である．

こうして，y = z ∈ F .ゆえに，F ⊂ F が示された．
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命題 6. ϕ : E −→ kを位相ベクトル空間E上の線形汎関数とする．ϕ 6≡ 0（ϕ(x) 6=
0 for some x ∈ E）と仮定する．

(a) ϕは連続である．

(b) Kerϕ = {x ∈ E : ϕ(x) = 0}は閉集合

(c) KerϕはEで稠密でない．

(d) ϕは 0のある近傍 V = V (0)で有界．

Proof. (a)→ (b): {0} ∈ kは閉集合でϕは連続ゆえ，Kerϕ = ϕ−1(0)は閉集合（連
続写像による閉集合の逆像は閉集合）である．．
(b)→ (c):仮定からKerϕ = Kerϕ 6= Eから従う．
(c) → (d):仮定よりE \ Kerϕは内点 {x}をを持つ．よって，0の円板状近傍 V

が存在し，
(∗) (x+ V ) ∩Kerϕ = ∅.

今，ϕの線形性から ϕ(V ) ⊂ kもまた円板状近傍である．ϕ(V )が有界であること
を言えば (d)は示される．そこで，ϕ(V )を有界でないとすれば，ϕ(V ) = kであ
る．−ϕ(x) ∈ kより，y ∈ V が存在し，

ϕ(y) = −ϕ(x) =⇒ ϕ(x+y) = 0 =⇒ x+y ∈ Kerϕ =⇒ x+y ∈ (x+V )∩Kerϕ 6= ∅

矛盾である．よって，ϕ(V )は有界である．
(d) → (a):仮定からM > 0が存在し，全ての x ∈ V に対して，|ϕ(x)| < M . 任

意の r > 0に対し，W = (
r

M
)V は 0の開近傍で |ϕ(x)| < rが全ての x ∈ W につ

いて成り立つ．即ち，ϕ(W ) ⊂ {z ∈ k : |z| < r}.このことは，ϕが 0で連続であ
ることを示している．よって，ϕは連続である．

注意 10. 位相ベクトル空間の線形写像 f : E −→ F は 0で連続ならば f は
連続である．実際，任意の開集合 Ω ⊂ F に対し，f−1(Ω) 3 xを任意にと
る．f(x) ∈ Ωの近傍 (f(x) +W (0))（W = W (0)は 0のある近傍）が存在し
(f(x) +W (0)) ⊂ Ωを満たす．このとき，0での連続性から，W = W (0)に
対し，V (0) ⊂ Eがあって，f(V ) ⊂ W を得る．f(x+ V ) ⊂ (f(x) + f(V )) ⊂
(x+W ) ⊂ Ω.よって，f は連続である．
位相空間の写像 f : X −→ Y が連続とは，任意の開集合 V ⊂ Y に対して，開
集合 U ⊂ Xが存在して，f(U) ⊂ V を満たすとき．

18



命題 7. E = ECを複素位相ベクトル空間とする．F ⊂ Eを部分空間とし，dimCF =

n <∞とする．その時,

(a) 任意の線形同型写像 ϕ : Cn ∼= F は位相同型である．

(b) F は閉部分集合である．

Proof. まず，(a)が示されると，Cnが局所コンパクトゆえ，F は局所コンパクトで
ある．命題 5より，F は閉集合となり，(b)が従う．命題 7を部分空間の次元 nに
関する命題 P (n)とし，数学的帰納法で示す．n = 1のとき，ϕ : C ∼→ F を線形同
型とする．ϕ(1) = uとおくと，ϕ(α) = αu. 一方，Ψ : C×F −→ F : (α, u) 7→ αu

の連続性から，Ψu : C × {u} −→ F は連続．hu : C ∼= C × {u}は位相同型ゆえ，
ϕ(α) = Ψu ◦ hu(α) = αuは全単射連続である．ψ := ϕ−1 : F

∼→ Cは線形汎函
数（linear functional: linear form）とみることができる．Kerψ = ϕ(0) = {0} 6= F

よって，0 6=∃ y ∈ F が存在する．ハウスドルフ性から，0の近傍 V (0)が存在し，
0 6∈ (y + V (0)).ここで，V = V (0)は円板状近傍を取ることができる．このとき，
ψ(V ) ⊂ Cもまた円板状近傍（実は円板）.今，ψ(V )は有界である．

実際，ψ(V )は円板より，ψ(V )が有界でなければ，ψ(V ) = C（全体）である．
一方，−ψ(y) ∈ C = ψ(V )より，x ∈ V が存在し

−ψ(y) = ψ(x) ∴ 0 = ψ(x) + ψ(y) = ψ(x+ y).

よって，x+ y ∈ Kerψ = {0} ∴ 0 = y+x ∈ y+V 63 0.これは矛盾である．

よって，M > 0が存在し，|ψ(x)| < M が全ての x ∈ V に対して成り立つ．任意
の r > 0に対し，W :=

( r
M

)
V とおくと，

ψ(W ) =
( r
M

)
ψ(V ) ⊂ {z ∈ C : |z| < r}

これは 0 = ψ(0)の任意の近傍∆(0, r) = {|z| < r}に対し，0の近傍W があって，
ψ(W ) ⊂ ∆(0, r)であることを示していて，まさに，ψの 0での連続性を示してい
る．以上より，ϕは位相同型である．故に，P (1)は正しい．
次に，P (n− 1)は正しいと仮定する．(a)を示す．今，ϕ : Cn −→ F を任意の線

形同型写像とする．ei (1 ≦ i ≦ n)をCnの標準ベクトル（第 i成分が 1でその他の
成分は 0）とし，ui = ϕ(ei)とおく．そのとき，

ϕ(α1, α2, . . . , αn) = f(α1e1 + · · ·+ αnen) = α1u1 + · · ·+ αnun
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Ψui
: C × {ui} −→ F (αi, ui) 7→ αiuiはスカラー積Ψ : C × F −→ Y の連続性

から連続である．また，加法の連続性から ϕ(α1, . . . , αi)は連続写像である．

(C× {ui})× (C× {uj}) −→ F × F −→ F

(αi, ui)× (aj, uj) 7→ (αiui, αjuj) 7→ αiui + αjuj

一般に，合成写像

Cn ∼= (C× {u1})× · · · × (C× {un}) −→ F × · · · × F −→ F

は連続である．
今，ϕ : Cn → F は線形同型ゆえ，{u1, . . . , un}は Y の一つの基底である．よっ

て，任意の x ∈ F は一意的に

x = γ1u1 + · · ·+ γnun

と表わされる．このとき，γi (1 ≦ i ≦ n)は xに対して一意的に決まる複素数なの
で，γi = γi(x) (1 ≦ i ≦ n)は xの（複素数値）関数 γj : F −→ Cとみる事ができ
る．実を言えば，γiは汎関数（functionals）と言われるものである．

x = γ1(x)u1 + · · ·+ γn(x)un

y = γ1(y)u1 + · · ·+ γn(y)un

x+ y = γ1(x+ y)u1 + · · ·+ γn(x+ y)un

これらの表現の一意性から

γi(x+ y) = γi(x) + γi(y) (1 ≦ i ≦ n)

同様に
γi(αx) = αγi(x) (1 ≦ i ≦ n).

よって，各 γiは線形汎関数である．

Ker γi = {x ∈ Y : γi(x) = 0}

とおく．x ∈ Ker γiに対し，

x = γ1(x)u1 + · · · γi−1(x)ui−1 + γi+1(x)ui+1 + · · · γn(x)un
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と一意的に表わされるので，dimC Ker γi = n − 1で帰納法の仮定 P (n − 1)から
Ker γiは閉集合．よって，命題 6から γiは連続である．こうして，

ϕ−1(x) = (γ1(x), . . . , γn(x)) (x ∈ Y )

は連続である．一方，ϕは連続であったので，結果として ϕは位相同型である．
従って，P (n)は正しい．以上より，命題の証明は完結する．

定理 3. 局所コンパクト位相ベクトル空間Eは有限次元である．

Proof. 仮定から，0の近傍 V でその閉包 V がコンパクトであるものが存在する．
命題 4-(b)より，V は有界である．命題 4-(c)より，{ 1

2n
V }nは 0の基本近傍系で

ある．
V ⊂

⋃
x∈E

(
x+

1

2
V

)
で V はコンパクトなので，x1, . . . , xm ∈ Eが存在し，

V ⊂
(
x1 +

1

2
V

)
∪ · · · ∪

(
xm +

1

2
V

)
そこで，x1, . . . , xm で張られるベクトル空間を Y = 〈x1, . . . , xm〉とおく．Y は有
限次元 dimY ≦ nなので Y は閉集合である．xj ∈ Y (1 ≦ j ≦ m)なので，

V ⊂ V ⊂ Y +
1

2
V かつ λY = Y (∀λ ∈ C)

より，
1

2
V ⊂ 1

2
Y +

1

4
V = Y +

1

4
V =⇒ V ⊂ Y +

1

2
V ⊂ Y + Y +

1

4
V = Y +

1

4
V

この操作を繰り返せば，
V ⊂

⋂(
Y +

1

2n
V

)
今，Y =

⋂
∀W=W (0)

(Y +W )かつ { 1
2n
V }nが 0の基本近傍ゆえ，Y +W ⊃ Y + 1

2n
V

を得る．よって，Y ⊃
⋂
n≧1

(
Y +

1

2n
V

)
⊃ V . 今，Y = Y なので，

V ⊂ Y ∴ kV ⊂ kY = Y (k ≧ 1)

命題 4-(a)より，E =
⋃

k kV ⊂ Y .よって，E = Y .即ち，dimCE ≦ m.
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• A ⊂ E =⇒ A =
⋂

∀V=V (0)

(A+ V )．実際，

x ∈ A ⇐⇒ (x+ V ) ∩ A 6= ∅ が全ての0の近傍V に対して成立する．
⇐⇒ x ∈ A− V ;が全ての 0の近傍V に対して成立する．

−V は 0の近傍であることと，V が 0の近傍であることは同値．即ち，
{V = V (0) ∈ N0} = {−V : V ∈ N0}.よって，

A =
⋂
V ∈N

(A− V ) =
⋂
V ∈N

(A+ V ) .

• A ⊂ Eが有界ならば，Aもまた有界である．実際，V = V (0)を 0の近
傍とする．そのとき，W ⊂ V なる近傍W (0)が存在する．Aが有界よ
り,このW (0)に対し，∃s > 0が存在して，t > sに対し，

A ⊂ tW ∴ A ⊂ tW ⊂ tV.

よって，Aは有界である．

系 2. Heine-Borel性をもつ局所有界位相ベクトル空間Eは有限次元である．

Proof. Eの局所有界性から 0は有界な近傍 V = V (0)をもつ．このとき，V もま
た有界である．こうして，V は有界閉集合である．Haine-Borel性から，V はコン
パクトである．こうして，Eは局所コンパクトであり，故に，有限次元である．
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4 開写像定理
定理 4 (開写像定理). E,F をR上の完備な位相ベクトル空間かつ可算基本近傍系
をもつ．更に，F はHausdorffとする．ϕ : E −→ F を全射連続線形写像とする．
このとき，ϕは開写像である，即ち，任意の開集合B ⊂ Eに対し，ϕ(B)は F の
開集合である．

注意 11. • 位相空間Eが完備とは，任意のコーシー列 {xn}∞n=1 ⊂ EがE

で収束するときをいう．

• {xn}がコーシー列とは，0の任意の近傍 U = U(0)に対し，ある番号
N = NU > 0が存在し，{xm−xn}m,n≧N ⊂ Uを満たすとき．特に，{Vν}
を0の可算基本近傍系とする．任意のVνに対して，番号N = N(ν) > 0

が存在して，{xm − xn}m,n≧N ⊂ Vν.

完備性は位相ベクトル空間が可算基本近傍系を持つときに取り扱いが容易.そ
れ以外の場合は「フィルタ」の概念が必要となる．

Proof. 証明は幾つかのステップに分けて行う．

Step 1. U = U(0) ⊂ Eを 0の近傍とする．そのとき，0 = ϕ(0) ∈ F は ϕ(U)の
内点である．即ち，0の開近傍 V = V (0) ⊂ F が存在して，V ⊂ ϕ(U)を満たす．

まず，次を示す．

(1) 任意の開近傍 U = U(0)に対して ϕ(U)
◦
6= ∅ならば，ϕ(0) = 0 ∈ F は ϕ(U)

の内点である．
（証明）　U = U(0)を開近傍とする．そのとき，0の対称近傍W = (−W )

が存在し，
W +W = W −W ⊂ U

とできる．W は 0の開近傍ゆえ，仮定から，ϕ(W )
◦
6= ∅である．

(Claim A) 　 ϕ(W ) ∩ ϕ(W )
◦
6= ∅.

(∵) ϕ(W ) ∩ ϕ(W )
◦
= ∅ =⇒ ϕ(W ) ⊂ F \ ϕ(W )

◦
.

F \ ϕ(W )
◦は F の閉集合ゆえ，F \ ϕ(W )

◦
= F \ ϕ(W )

◦
.

∴ ϕ(W ) ⊂ F \ ϕ(W )
◦
= F \ ϕ(W )

◦
.
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故に
ϕ(W )

◦
⊂ ϕ(W ) ⊂ F \ ϕ(W )

◦
= F \ ϕ(W )

◦

これは，矛盾である．

こうして，∃y0 ∈ ϕ(W ) ∩ ϕ(W )
◦
⊂ ϕ(W )が存在する．よって，∃x0 ∈ W が

あって，y0 = ϕ(x0) ∈ ϕ(W ) ∩ ϕ(W )
◦をみたす.ϕ(0)が閉集合ゆえ，V :=

ϕ(W )
◦
− ϕ(x0)は 0 ∈ F の開近傍であり，

V = ϕ(W )
◦
− ϕ(x0) ⊂ ϕ(W )− ϕ(x0) = ϕ(W )− ϕ(x0)

⊂ ϕ(W − x0) ⊂ ϕ(W −W )

⊂ ϕ(U).

これは，0が ϕ(U)の内点であることを示している．

注意 12. 参考までに，ϕ(W )−ϕ(x0) ⊂ ϕ(W − x0)を示そう．A,B ⊂ E =⇒
A+B ⊂ A+Bを示せばよい.

実際，a ∈ A, b ∈ Bに対し，a+b ∈ Eの近傍をWとする．加法Φ : E×E −→
Eは (a, b)で連続より，aおよび bの近傍W1, W2が存在し，W1+W2 ⊂ Wを満
たす．　a ∈ A, b ∈ Bより，∃x ∈ (W1 \ {a})∩A 6= ∅, ∃y ∈ (W2 \ {b})∩B 6=
∅.そのとき，

x+ y ∈ (A ∩W1) + (B ∩W2) ⊂ (A+B) ∩ (W1 +W2) ⊂ (A+B) ∩W

特に，(A+B) ∩ (W \ {a+ b}) 6= ∅より

a+ b ∈ A+B ∴ A+B ⊂ A+B.

次に，

(2) 任意の U = U(0)に対して，ϕ(U)◦ 6= ∅である.

（証明）　背理法で示す．ある開近傍 U = U(0)があって，ϕ(U)◦ = ∅と仮
定する．このとき，ϕ(U)はF における疎集合（nowhere dense：その閉包が
内点を持たない集合のこと）である．このU に対し，円板状近傍 V = V (0)

が存在し，V ⊂ U とできる.
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（註）　 V が円板状近傍とは，|λ| < 1に対し，λV ⊂ V となる開近傍のことである．

いま，ϕ(V ) ⊂ ϕ(U)なので，ϕ(V )
◦
⊂ ϕ(U)

◦
= ∅，よって，ϕ(V )

◦
= ∅．こ

うして，ϕ(V )も疎集合である．今，Vn = nV (n ∈ N)とおくと，V は円板
状近傍なので，Vn ⊂ Vn+1を得る．

(Claim B) E =
⋃∞

n=1 Vn.

(∵) x ∈ E をとる．Ψx : R −→ E : (λ, x) 7→ λx)は連続であった，特
に，0 ∈ Rで連続である．ゆえ，V に対し 0 ∈ Rの近傍 {|λ| < ε}が存在し，
Ψx({|λ| < ε}) ⊂ V .よって，λx ∈ V が |λ| < εに対して言える．　 n >

1

ε
な

る nを選ぶ．そのとき， 1

n
< εなので，x

n
∈ V．よって，x ∈ nV ⊂

∞⋃
n=1

Vn.

よって，E ⊂
∞⋃
n=1

Vn ⊂ E.

一方，ϕ : E −→ F の全射性から

F = ϕ(E) =
∞⋃
n=1

ϕ(nV ) =
∞⋃
n=1

nϕ(V )

いま，ϕ(V )が疎集合より，nϕ(V ) ∼= ϕ(V )もまた疎集合である．　これは，
次のBaire category theorem に矛盾する．故に，ϕ(U)◦ 6= ∅である．

定理 5 (Baire category theorem). F をR上の完備な位相線形空間で可算近
傍系をもつとする．任意の n ∈ Nに対し，Mn ⊂ F は疎集合でMn ⊂ Mn+1

とする．そのとき，F 6=
∞⋃
n=1

Mn.

Proof. B = {Vν}を F の可算近傍系とする．M1は閉集合より，F \M1は開
集合である．F \M1 6= ∅.（実際，そうでなければ，F =M1．一方，F は内
点をもつので矛盾）．よって，∃x1 ∈ F \M1.よって，0の近傍U1があって，
x1 + U1 ⊂ F \M1. このとき，∃Vν1 ∈ Bがあって，Vν1 + Vν1 ⊂ U1.よって，

x1 + Vν1 + Vν1 ⊂ x1 + U1 ⊂ F \M1.

M2は内点を持たないので，(x1 + Vν1) \M2 6= ∅は開集合である．よって，
∃x2 ∈ (x1+Vν1)\M2．そのとき，0の近傍U2があって，x2+U2 ⊂ (x1+Vν1)\M2.
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この U2に対して，Vν2 ∈ Bがあって，Vν2 + Vν2 ⊂ U2.よって，

x2 + Vν2 + Vν2 ⊂ x2 + U2 ⊂ (x1 + Vν1) \M2

以下同様に，∃xn ∈ (xn−1 + Vνn−1) \Mnおよび Vνn ∈ Bがあって，

xn + Vνn + Vνn ⊂ (xn−1 + Vνn−1) \Mn

Wn = Vνnとおく．{Wn} ⊂ B.そのとき，

xn +Wn +Wn ⊂ (xn−1 +Wn−1) \Mn (n > 1).

構成法から，{
xn−1 +Wn−1 ⊂ xn−2 +Wn−2 ⊂ · · · ⊂ x1 +W1

M1 ⊂M2 ⊂ · · ·

より，mを任意にとり固定する．そのとき，n > mに対して，

xn +Wn +Wn ⊂ (xm +Wm) \Mm

よって，n > mに対して，

xn ∈ xm +Wm =⇒ xn − xm ∈ Wm (n > m).

よって，{xn}はコーシー列である．F の完備性から， lim
n→∞

xn = x0 ∈ F . 　
Wmに対して，番号N があって，n > N > mに対し，xn − x0 ∈ Wmとでき
る．xn − xm ∈ Wm (n > m) =⇒ xn ∈ xm +Wm (n > m). よって，

x0 ∈ xm+Wm ⊂ xm+Wm+Wm ⊂ (xm−1+Wm−1)\Mm ⊂ · · · ⊂ (x1+W1)\M1

こうして，
x0 6∈M1,M2, · · ·Mm (m > 1)

よって，m > 1に対して，x0 6∈ Mm．こうして，x0 6∈
∞⋃
n=1

Mnを得る．この

ことは，F 6=
∞⋃
n=1

Mnを意味し，仮定に反する．以上で証明は終わる．

Step 2. 0 ∈ F が ϕ(U)の内点ならば，0は ϕ(U)の内点である．
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実際，U = U(0) ⊂ Eを任意の近傍とする．B = {Vν}を 0の可算基本近傍系とす
る．加法の連続性から，0の近傍W が存在し，W +W ⊂ U を満たす．このW に
対して，∃V1 ∈ Bを選んで，V1 + V1 ⊂ W ⊂ U とできる．これを続けて Vν−1につ
いて，同様に，∃Vν ∈ Bがあって，Vν + Vν ⊂ Vν−1とできる．こうして，{

V1 + V1 + V1 + V1 ⊂ U

Vν + Vν ⊂ Vν−1

を得る．そのとき，{
(a) V1 + V1 ⊂ V1 + V1 + V1 + V1 ⊂ U

(b) Vν + Vν+1 + · · ·+ Vµ ⊂ Vν + Vν (µ > ν)

とできる．

注意 13. (a)については，任意に x ∈ V1 + V2をとる．そのとき，W = −W かつ
W +W ⊂ V1をみたす近傍W が存在することは既にしめした．.このW について，
(x+W )∩(V1+V2) 6= ∅.今，x 6= y ∈ (x+W )∩(V1+V2)をとる．y = x+w1 = v′1+v

′′
1

なるw1 ∈ W, v′1, v”1 ∈ V1が存在する．

x = −w1 + v′1 + v
′′

1 ∈ W + V1 + V2 ⊂ V1 + V1 + V1 ⊂ V1 + V1 + V1 + V1

より示された．
(b)については，加法の連続性より，Vν+1+· · ·+Vµ ⊂ VνなるVν+1 ∈ B, · · · , Vµ ∈ B

が取れることから分かる．

仮定より，任意のU = U(0)に対し，0はϕ(U)
◦の内点ゆえ，ϕ(Vν)◦は 0の開近

傍である．
（Claim C） {ϕ(Vν)◦}は 0 ∈ F の可算（基本）近傍系である．
実際，W = W (0) ⊂ F を 0の開近傍とする．そのとき，加法の連続性から

W1 + W1 ⊂ W なる近傍W1 = W1(0)が存在する．ϕ : E −→ F の連続性から
Vν ∈ Bが存在して，ϕ(Vν) ⊂ W1.

∴ ϕ(Vν)
◦
⊂ W1

◦ ⊂ W1 ⊂ W1 +W1 ⊂ W.

こうして，{ϕ(Vν)◦}は 0 ∈ F の可算基本近傍系である．

Step 3. W = ϕ(V1)
◦とおく．そのとき，0 ∈ W ⊂ ϕ(U).
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実際，任意に y ∈ W をとる．y ∈ ϕ(V1)
◦
⊂ ϕ(V1)より，0の近傍 ϕ(V2)

◦に対
して

(
y + ϕ(V2)

◦)
∩ (ϕ(V1) \ {y}) 6= ∅

よって，
∃y1 ∈

(
y + ϕ(V2)

◦)
∩ (ϕ(V1) \ {y}) .

y1 ∈ ϕ(V1)より y1 = ϕ(x1) (∃x1 ∈ V1)．また，y1 ∈
(
y + ϕ(V2)

◦)より，
y1 − y ∈ ϕ(V2)

◦
⊂ ϕ(V2).

一方，Vν を円板状近傍にとれば，−
(
ϕ(V2)

)
= (−ϕ(V2)) = (ϕ(−V2)) = (ϕ(V2))

ゆえ， {
0 6= y − y1 ∈ ϕ(V2)

◦
⊂ ϕ(V2)

y1 = ϕ(x1) (x1 ∈ V1)

次に，ϕ(V3)◦に対して，
∃y2 ∈

(
y − y1 + ϕ(V3)

◦)
∩ (ϕ(V2) \ {y − y1}) 6= ∅

よって， {
0 6= y − y1 − y2 ∈ ϕ(V3)

◦
⊂ ϕ(V3)

y2 = ϕ(x2) (x1 ∈ V2)

以下，繰り返して
y − y1 − y2 − · · · − yν ∈ ϕ(Vν+1)

◦

ただし，yi = ϕ(Vi) (xi ∈ Vi).
µ∑

n=ν

xn ∈ Vν + Vν+1 + · · ·+ Vµ ⊂ Vν + Vν ⊂ Vν−1

よって，sν =
ν∑

n=1

xnはコーシー列である．

(∵) 任意の Vν−1に対して，sµ − sν =

µ∑
n=ν

xn ∈ Vν−1 より分かる．

Eの完備性より，点列 {sn}は収束する．

x0 = lim
n→∞

sn =
∞∑
n=1

xn ∈ E
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今，
ν∑

n=1

xn ∈ V1 + · · ·+ Vν ⊂ V1 + V1 ⊂ V1 + V1 ⊂ U が全ての νについて言える．

よって，x0 ∈ V1 + V1 ⊂ U . 一方．{ϕ(Vν)◦}νは 0の基本近傍系より，

y − (y1 + y2 + · · ·+ yn) ∈ ϕ(Vn+1)
◦ ∴

∑
n

yn = y

今，x0 ∈ U かつ

ϕ(U) 3 ϕ(x0) = ϕ(
∑
n

xn) =
∑
n

ϕ(xn) =
∑
n

yn = y =⇒ y ∈ ϕ(U)

より，0 ∈ W ⊂ ϕ(U)を得る．こうして，0は ϕ(U)の内点である．

Step 4. ϕ : E −→ F は開写像である．

実際，B ⊂ Eを開集合とする．そのとき，ϕ(B)が開集合であることを示せば良
い．y ∈ ϕ(B)をとる．そのとき，y = ϕ(x) (x ∈ B)とする．Bが開集合より，0の
近傍U ⊂ Bがあって，(x+U) ⊂ B.そのとき，ϕ(x+U) ⊂ ϕ(x)+ϕ(U) = y+ϕ(U).

ϕ(U)は0を内点に持つので，0の近傍W = W (0)が存在して，W ⊂ ϕ(U).よって，

y +W ⊂ y + ϕ(U) = ϕ(x+ U) ⊂ ϕ(B).

y +W は yの近傍ゆえ，yは ϕ(B)の内点である．これは，ϕ(B)が開集合である
ことを示す．

29



5 バナッハ空間
5.1 双対空間のノルム
E = ECをC上のBanach空間とし，‖ · ‖をE上のNormとする．E∗をEの双
対空間とする．即ち，

E∗ = {` : E −→ C ; `は連続線形汎関数 }

今，` ∈ E∗に対し，
‖`‖ = sup

∥x∥=1

|`(x)| = sup
x̸=0

|`(x)|
‖x‖

|`(x)|
‖x‖

≦ ‖`‖がすべての x 6= 0かつ `(0) = 0より，

|`(x)| ≦ ‖`‖ · ‖x‖ ∀x ∈ E

注意 14. ‖`‖ = sup
∥x∥=1

|`(x)|．今，x 6= 0に対し，x∗ = x

‖x‖
とおくと ‖x∗‖ = 1.

∴ |`(x∗)| ≦ ‖`‖ =⇒ |`(x)|
‖x‖

≦ ‖`‖ ∴ sup
x ̸=0

|`(x)|
‖x‖

≦ ‖`‖

逆に，
sup
x ̸=0

|`(x)|
‖x‖

≧ sup
∥x∥=1

|`(x)|
‖x‖

= sup
∥x∥=1

|`(x)| = ‖`‖ .

命題 8. ‖`‖ < +∞.

Proof. ` : E −→ Cは x = 0で連続より，任意の∆(0; ε) = {z ∈ C : |z| < ∀ε} に
対して，B(0; δ′) = {x ∈ E : ‖x‖ < ∃δ} が存在し，`(B(0; δ′) ⊂ ∆(0; ε).

∴ ‖x‖ < δ′ =⇒ |`(x)| < ε

即ち，任意の ε > 0に対して δ′ > 0が存在し，‖x‖ < δ′ならば，|`(x)| < εが成り
立つ．特に，ε = 1に対し，δ > 0が存在し，‖x‖ < δ =⇒ |`(x)| < 1.今，

x∗ :=
δx

2‖x‖
(∀x 6= 0)

とおくと，‖x∗‖ = δ

2
< δより，|`(x∗)| < 1 ∴ δ

2‖x‖
|`(x)| < 1．

∴ |`(x)| < 2

δ
‖x‖ (∀x ∈ E)
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即ち，` : E −→ Cは有界な線形汎関数である．そこで，

inf{k > 0 : |`(x)| ≦ k‖x‖} = sup
x ̸=0

|`(x)|
‖x‖

より，‖`‖ <∞.

命題 9. E∗はBanach空間である．

Proof. (1) `1, `2 ∈ E∗, α, β ∈ C =⇒ α`1 + β`2 ∈ E∗

(α`1 + β`2)(x+ y) = α`1(x+ y) + β`2(x+ y)

= α`1(x) + α`1(y) + β`2(x) + β`2(y)

= α`1(x) + β`2(x) + α`1(y) + β`2(y)

= (α`1 + β`2)(x) + (α`1 + β`2)(y)

(α`1 + β`2)(sx) = α`1(sx) + β`2(sx)

= sα`1(x) + sβ`2(x)

= s(α`1 + β`2)(x)

(2) α`1 + β`2 : E −→ Cは x = 0で連続である．
任意の ε > 0に対し，δi > 0が存在し，‖x‖ < δiならば |`i(x)| < εiを得る.

δ = min{δ1, δ2}とおくと，‖x‖ < δならば，

|(α`1 + β`2)(x)| = |α`1(x) + β`2)(x)|

≦ |α`1(x)|+ |β`2)(x)|

≦ |α|ε+ |β|ε = (|α|+ β|)ε

こうして，x = 0で連続である．一般に，

|(α`1 + β`2)(x− x0)| ≦ ‖(α`1 + β`2)‖ · ‖x− x0‖

より，x = x0でも連続．よって，α`1 + β`2 ∈ E∗.

(3) E∗は完備である．
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{`n} ⊂ E∗をコーシー列とする．即ち，任意の ε > 0に対し，ある番号N =

N(ε)があって，m,n > N ならば，‖`n − `m‖ < εを満たす．よって，

∴ sup
x ̸=0

|(`n − `m)(x)|
‖x‖

< ε =⇒ |(`n − `m)(x)| ≦ ε‖x‖ (∀x ∈ E)

x ∈ Eを固定すれば，{`n(x)} ⊂ Cはコーシー列であり，Cは完備だから，
{`n(x)}は収束する：

γ(x) = lim
n→∞

`n(x)

極限値の一意性より，γ : E −→ Cは汎関数である．

• γ : E −→ Cの線形性：
x, y ∈ Eをとる．任意の ε > 0に対して，番号N = N(x, y) > 0があっ
て，n > N なら，

|`n(x+ y)− γ(x+ y)| < 1

3
ε

|`n(x)− γ(x)|+
1

3
ε

|`n(y)− γ(y)| <
1

3
ε

を満たす．

|γ(x+ y)− γ(x)− γ(y)| = |γ(x+ y)− `n(x+ y) + `n(x) + `n(y)− γ(x)− γ(y)|

≦ |γ(x+ y)− `n(x+ y)|+ |`n(x)− γ(x)|+ |`n(y)− γ(y)|

<
1

3
ε+

1

3
ε+

1

3
ε = ε

よって，
γ(x+ y) = γ(x) + γ(y).

同様の方法で γ(λx) = λγ(x)も示せる．
• γの連続性：
各 x ∈ Eに対し lim

n→∞
`n(x) = γ(x)から，ε > 0に対し，N = N(x, ε)が

存在し，m > N(x, ε)ならば

|`m − γ(x)| < ε
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を得る．m > N(x, ε)に対し、

|`n(x)− γ(x)| ≦ |`n(x)− `m(x)|+ |`m(x)− γ(x)|

≦ ‖`n − `m‖ · ‖x‖+ |`m(x)− γ(x)|

≦ ε‖x‖+ |`m(x)− γ(x)|

≦ 2ε

よって、
‖`n − γ‖ = sup

x̸=0

|`n(x)− γ(x)|
‖x‖

< 2ε

こうして、‖γ‖ ≦ ‖`n‖+ 2ε．今，`nは連続なので有界である．よって，
γもまた有界，従って連続である．．とくに，

lim
n→∞

`n = γ ∈ E∗

以上で，E∗の完備性が示された．故に，E∗はBanach空間である．
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6 Hahn-Banachの定理
EをR上の位相ベクトル空間とする．

定義 21. p : E −→ Rが sublinear functionであるとは，x, y ∈ E, R 3 λ > 0に
対し， {

p(x+ y) ≦ p(x) + p(y)

p(λx) = λp(x)

を満たすとき．

定理 6 (Hahn-Banachの拡張定理). E0 ⊂ Eを線形部分空間とする．f : E0 −→ R
をR-線形関数で f(x) ≦ p(x) (∀x ∈ E0)を満たすとする．そのとき，E上のR-線
形関数 F : E −→ R（F を f のEへの拡張という）が存在して

(i) F |E0 = f，即ち，F (x) = f(x) (∀x ∈ E0).

(ii) F (x) ≦ p(x) (∀x ∈ E).

定義 22. gが f の p-extensionとは，E0を含む線形部分空間 ∃Dg （E ⊃ Dg ⊃ E0）
が存在し，

• g : Dg −→ RはR-線形写像

• g|E0 = f & g(x) ≦ p(x) (x ∈ Dg).

を満たすときをいう．

今，M = {g : gは f : E0 −→ Rの p-extension}とおく．そのとき，f ∈Mよ
り，M 6= ∅.次に，g, h ∈Mに対し，

g ≦ h⇐⇒ Dg ⊂ Dh & h(x) = g(x) (∀x ∈ Dg)

と定義すれば，Mは半順序集合である．そこで，任意の全順序集合 K ⊂ Mに
対し，

D0 :=
⋃
g∈K

Dg ⊂ E

とおくと，D0はEの線形部分空間である．
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∵ x, y ∈ D0とすると，x ∈∃ Dgまたは y ∈∃ Dh. Kは全順序集合であるか
ら，g ≦ hまたは h ≦ gである．g ≦ hならば，Dg ⊂ Dh x, y ∈ DhかつDh

が部分空間より，x + y ∈ Dh ⊂ D0.h ≦ gの場合も同様．更に，λx ∈ D0も
容易に分かる．

f0 : D0 −→ Rを x ∈ Dgのとき，f0(x) = g(x)で定義する.

• f0はR-値汎関数としてwell-definedである．
実際，x ∈ D0ならば x ∈ Dg なる線形部分空間Dg が存在する．そのとき，
f0(x) = g(x)と定義した．もし，x ∈ Dhならば，f0(x) = h(x)であるがK
は全順序集合なので，g ≦ hまたは h ≦ g.g ≦ hならば，Dg ⊂ Dhであり，
g(x) = h(x)である．h ≦ gならば f0(x) = g(x)と定義した．何れにせよ，
x ∈ D0に対し，唯一つの値 f0(x) = g(x)をもつ．

• f0 : D0 −→ Rは線形写像である．
実際，x, y ∈ D0をとる，α, β ∈ Rとする．x ∈ Dg, y ∈ Dhとする．g ≦ h

ならば，x, y ∈ Dh. よって，αx+ βy ∈ Dhかつ

f0(α + βy) = h(αx+ βy) = αh(x) + βh(x) = αf0(x) + βf0(y)

また，f0(λx) = λf0(x)も同様．よって，f0は線形写像である，

• f0(x) ≦ p(x).

実際，x ∈ D0 ならば，x ∈ Dg．g(x) ≦ p(x)かつ f0(x) = g(x)なので，
f0(x) ≦ p(x) (x ∈ D0). ∴ f0 ≧ g (g ∈ K.

以上で，KはMの中に上界をもつ．よって，Zornの補題より，Mの中に
極大元 ϕをもつ（即ち，g ≧ ϕならば g = ϕ）．E0 ⊂ Dφ ⊂ Eである，

♠ E = Dφである．
実際，Dφ 6= Eならば，∃e ∈ Eで e 6∈ Dφ.

< Dφ, e >R= {x+ λe : x ∈ D|f , λ ∈ R}
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x, y ∈ Dφ, λ > 0, µ > 0とする．

λϕ(x) + µϕ(y) = ϕ(λx+ µy)

≦ p(λx+ µy)

= p(λy − λµe+ µx+ λµe)

< p(λy − λµe) + p(µx+ λµe)

< λp(y − µe) + µp(x+ λx)

∴ λ (ϕ(y)− p(y − µx)) ≦ µ (p(x+ λe)− ϕ(x))

∴ ϕ(y)− p(y − µx)
µ

≦ p(x+ λx)− ϕ(x)
λ

∴ sup
y∈Dφ
µ>0

ϕ(y)− p(y − µx)
µ

≦ inf
x∈Dφ

λ>0

p(x+ λx)− ϕ(x)
λ

そこで，

sup
y∈Dφ
µ>0

ϕ(y)− p(y − µx)
µ

≦ α ≦ inf
x∈Dφ

λ>0

p(x+ λx)− ϕ(x)
λ

なる実数 αを固定する．ϕ1(x+ λx) := ϕ(x) + λ · αとおく．

ϕ1 :< Dφ, e >R−→ R

はR-線形写像である．実際，

ϕ1(x+ λe+ y + µe) = ϕ(x+ y) + (λ+ µ)α

= ϕ(x) + λα + ϕ(y) + µα

= ϕ1(x+ λe) + ϕ1(y + µe)

よって，ϕ1はR-線形写像である．
λ > 0なら，

ϕ1(x+ λe) ≦ ϕ(x) + λ

[
p(x+ λe)− ϕ(x)

λ

]
= p(x+ λe)

µ < 0ならば，

ϕ1(y − µe) ≦ ϕ(y)− µ
[
ϕ(y)− p(y − µe)

µ

]
= p(y − µe)
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よって，
ϕ1(x+ λe) ≦ p(x+ λe) , ∀(x+ λe) ∈< Dφ, e >R

を得る．一方，ϕ1(x) = ϕ(x) (x ∈ Dφ)（λ = 0とおく．）明らかにϕ1 ≧ ϕで
ある．これは，ϕが極大元に反する．こうして，Dφ = E.このϕ = F とおけ
ば，これが求めるもの．

命題 10 (複素Hahn-Banachの拡張定理). E := ECを複素位相ベクトル空間とし，
E0 ⊂ Eを複素部分空間とする．f : E0 −→ Cを複素線形汎関数とする．実数値数
関数 p : E −→ Rがあって，

p(λx) = |λ|p(x) & p(x+ y) ≦ p(x) + p(y) (x, y ∈ E)

を満たし，
|f(x)| ≦ p(x) (x ∈ E0)

が成立するとする．そのとき，複素線形汎関数 F : E −→ Cが存在し，

F (x) = f(x) (x ∈ E0) & |F (x)| ≦ p(x) (x ∈ E)

Proof. E は R上の位相ベクトル空間とみなせる．f(x) = g(x) + ih(x)とおく．
g, h : E0 −→ Rは実線形間関数で，g(x) = <f(x) ≦ |f(x)| ≦ p(x) (x ∈ E0).

よって，実 Hahn-Banachの定理から，E 上の線形汎関数 G : E −→ Rが存在し
て，G(x) = g(x) (x ∈ E0)かつ G(x) ≦ p(x) (x ∈ E)が成り立つ．−G(x) =

G(−x) ≦ p(−x) = p(x)なので，|G(x)| ≦ p(x) (x ∈ E)

注意 15.

g(ix) + ih(ix) = f(ix) = if(x) = i(g(x) + ih(x) = ig(x)− h(x)
⇓

g(x) = h(ix) & h(x) = −g(ix)

さて，F (x) = G(x)− iG(ix)とおく．

F (x) = g(x)− ig(ix) = g(x) + ih(x) = f(x) (x ∈ E0).

今，

F (x+ y) = G(x+ y)− iG(i(x+ y)) = G(x+ y)− iG(ix+ iy)

= G(x) +G(y)− i(G(ix) +G(iy)) = F (x) + F (y).
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更に，

F (ix) = G(ix)−iG(−x) = i(−iG(ix)+G(x)) = iF (x) & F (ax) = aF (x) (a ∈ R).

より，λ = a+ bi (a, b ∈ R)に対し，

F (λx) = F ((a+ bi)x) = F (ax) + F (bix) = aF (x) + bF (ix) = aF (x) + biF (x) = (a+ bi)F (x)

= λF (x).

F (x) = |F (x)|eiθとおくと，

R 3 |F (x)| = e−iθF (x) = F (e−iθx) = G(e−iθx)

より，

|F (x)| = |e−iθF (x)| = |F (e−iθx)| = |G(e−iθx)|

≦ p(e−iθx) = |e−iθx)|p(x) ≦ p(x)

この F (x)が求める f(x)の拡張である．

注意 16. p(x) = ‖f‖·‖x‖とおく．∃F : E −→ Cがあって，F (x) = f(x) (x ∈ E0).

かつ |F (x)| ≦ p(x) = ‖f‖ · ‖x‖.よって，‖F‖ ≦ ‖f‖を得る．一方，

‖F‖ = sup
x ̸=0

F (x)

‖x‖
≧ sup

E0∋x ̸=0

|F (x)|
‖x‖

= sup
x ̸=0

f(x)

‖x‖
= ‖f‖.

故に，‖F‖ = ‖f‖を得る．

命題 11. EをBanach空間とし，0 ∈ A ⊂ Eを closed convex subset（閉凸部分集合）
とする．そのとき，x0 ∈ E, x0 6∈ Aならば，E上の連続なR-線形関数 f : E −→ R
で

f(x) ≦ 1 ( ∀x ∈ A ) & f(x0) > 1

を満たすものが存在する．

Proof.

B = {x ∈ E : ‖x‖ < δ} , U = A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}

とおく．
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• U は開集合である．
実際，U =

⋃
a∈A

(a+B)であり，a + B ∼= Bは開集合なので U もまた開集合

である．

• U は凸集合である．
実際，a1 + b1, a2 + b2 ∈ U (ai ∈ A, bi ∈ B)および 0 ≦ t ≦ 1に対し，Aも
Bも凸集合なので，

t(a1 + b1) + (1− t)(a2 + b2) = ta1 + (1− t)a2 + tb1 + (1− t)b2 ∈ A+B = U

• δを十分小さくとれば，x0 6∈ U とできる．
実際，Aも {x0}も閉集合で x0 6∈ Aであり，また，EはHausdorffだから

δ(x0, A) = inf
a∈A
‖x0 − a‖ > 0

δ <
1

3
δ(x0, A),即ち，δ(x0, A) > 3δとする．　 x0 ∈ U ならば，

(B(x0, δ) \ {x0}) ∩ U 6= ∅

よって，x1 ∈ U ∩ B(x0, δ)で 0 < ‖x1 − x0‖ < δ を満たす点が存在する．
x1 = a+ b (a ∈ A,∈ B)と表す．

δ > ‖x1 − x0‖ = ‖a+ b− x0‖ ≧ ‖x0 − a‖ − ‖b‖ ≧ δ(x0, A)− δ

よって，2δ > δ(x0, A) > 3δとなり，矛盾を生じる．

次にE上の関数 p(x)を

p(x) = inf{λ : λ > 0, λ−1x ∈ U}

にて定義する．この定義は意味がある．実際，

E =
⋃
λ>0

λB ⊂
⋃
λ>0

λU

より，任意の x ∈ Eに対し，∃λ > 0があって，x ∈ λU ∴ λ−1x ∈ U で
ある．
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• p(x) ≧ 0かつ p(x0) > 1.特に，p(0) = 0と約束する．
実際，p(x0) > 1を示そう．λ−1x0 ∈ U なる λは常に λ ≦ 1と仮定する，
x0 ∈ λU より，x0 = λ(a + b) (a ∈ A, b ∈ B).0 ∈ Aは凸集合ゆえ，
λa + (1 − λ)0 = λa ∈ A.一方，‖λb‖ = λ‖b‖ < δ より，　 λb ∈ B ∴
x0 = λ(a + b) = λa + λb ∈ A + B = U . これは x0 6∈ U に矛盾する．故に，
p(x0) > 1.

• p(x)は sublinearである．
実際，x, y ∈ Eとする．そのとき，λ > 0, µ > 0が存在して，x ∈ λU, y ∈ µU .
これを満たす任意の λ, µについて考える．x′ = λ−1x ∈ U, y′ = µ−1y ∈ U と
おく．

λ

λ+ µ
> 0 ,

µ

λ+ µ
> 0 ,

λ

λ+ µ
+

µ

λ+ µ
= 1

かつ U は凸集合ゆえ，
x+ y

λ+ µ
=

λ

λ+ µ
x′ +

µ

λ+ µ
y′ ∈ U .

両辺の infをそれぞれ取って．

p(x+ y) ≦ λ+ µ =⇒ p(x+ y) ≦ p(x) + µ =⇒ p(x+ y) ≦ p(x) + p(y) .

次に，α ∈ Rに対し，
1

α
· p(αx) = 1

α
· inf
λ>0
{λ : λ(αx) = α · λx ∈ U} = inf

λ>0
{λ : λx ∈ U} = p(x) .

よって，p(αx) = αp(x).以上で，p(x)は sublinear functionである．

そこで，L =< x0 >R= Rx0 = {λx : λ ∈ R}とおく．L ∼= RはEの実 1次元部
分空間である．命題 7より，Lは閉部分空間である．今，線形写像 f : L −→ Rを
f(x0) = p(x0) (> 1)を満たすように定義する．そのとき，f(λx0) = p(λx0) (λ ≧ 0).

一方，µ > 0に対し，

f(−µx0) = −µp(x0) < 0 ≦ p(−µx0)

こうして，L上 f ≦ pを得る．Hahn-Banach の定理から，L 上の線形汎関数は
E 上の線形汎関数 F : E −→ Rに拡張できる．F = f と同じ記号を用いれば，
f(x) ≦ p(x) (∀x ∈ E)を満たす．今，p(x) ≦ 1 (x ∈ U)である，実際，x ∈ U 3 0
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ならば，U は凸集合だから，0と xを結ぶ半直線 tx (0 ≦ t ≦ 1)はU に含まれる．
一方，U は開集合より x中心半径 εの開球B(x.ε)はU に含まれる．‖sx‖ < εとな
る s > 0を選ぶ．そこで，z = (1 + s)x ∈ U とおくと ‖z − x‖ = s‖x‖ < εより，
z = (1 + s)x ∈ B(x, ε) ⊂ U . λ = 1

1+s
< 1とおく．そのとき p(x) ≦ λ < 1.よって，

p(x) ≦ 1 (x ∈ U).よって，f(x) ≦ p(x) ≦ 1より，f(x) ≦ 1 (x ∈ U). B ⊂ U よ
り，f ≦ 1 (x ∈ B)を得る．B1 = {x ∈ E : ‖x‖ ≦ 1}とおくとき，x ∈ B1ならば
δx ∈ Bゆえ，f の線形性から，f(δx) ≦ 1 ∴ f(x) ≦ δ.x ∈ Bなら−x ∈ Bより，
f(−x) = −f(x) < 1 ∴ |f | ≦ δ (x ∈ B).

こうして，

‖f‖ = sup
∥x∥≦1

|f(x)| = sup
x ̸=0

|f(x)|
‖x‖

<∞ =⇒ |f(x)| ≦ ‖f‖‖x‖

より，f は x = 0で連続，従って E で連続である．一方，A ⊂ U より，f(x) ≦
1 (x ∈ A)が得られた．

命題 12. EをC上のBanach空間とし 0 ∈ A ⊂ Eを閉凸集合とする．さらに，A
は circled（x ∈ A λ ∈ C |λ| = 1に対し，λx ∈ Aを満たす）とし，x0 ∈ E , x0 6∈ A
とする．そのとき，f ∈ E∗が存在して

|f(x)| ≦ 1 (∀x ∈ A); & |f(x0)| > 1

を満たす．

Proof. Eを R上の Banach空間と見なして，Hahn-Banachの定理を適用すれば，
連続線形汎関数 φ : E −→ Rが存在し，

φ(x) ≦ 1 (∀x ∈ A) & φ(x0) > 1

を満たす．
f(x) = φ(x)− iφ(ix) (x ∈ E)

とおくと φ(x)の連続性から f(x)も連続．

• f(x)はC-線形写像．
実際，

f(x+ y) = φ(x+ y)− iφ(i(x+ y)) = φ(x) + φ(y)− iφ(ix+ iy)
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また，x, y ∈ Eなら ix, iy ∈ Eより，φ(ix), φ(iy) ∈ R. よって，φ : E −→ R
の線形性から φ(ix + iy) = φ(ix) + φ(iy)．よって，f(x + y) = f(x) + f(y)

を得る．一方,λ = a+ bi (a, b ∈ R)に対し，ax ∈ E, bix ∈ Eゆえ，

f(λx) = f(ax+ bix) = f(ax) + f(bix)

= af(x) + bf(ix)

f(ix) = φ(ix)− iφ(i2x) = φ(ix)− iφ(−x)

= φ(ix) + iφ(x) = i (φ(x)− iφ(ix))

= if(x)

f(λx) = af(x) + bif(x) = (a+ bi)f(x)

= λf(x)

• <f(x) = φ(x)，ここに，<f(x)は f(x)の実部を表す．
実際，f(x) = φ(x)− iφ(ix)かつ φ(x), iφ(x) ∈ Rより，

2<f(x) = f(x) + f(x) = φ(x)− iφ(ix) + φ(x) + iφ(ix) = 2φ(x)

を得る．

• x ∈ Aを任意にとり固定する．そのとき，f(x) = |f(x)|e−iθ (θ ∈ R)と
極形式表示する．Aは circledより，eiθx ∈ A．また，f(x)の線形性および
φ(x) ≦ 1 (∀x ∈ A)から

|f(x)| = f(x)eiθ = f(eiθx) = <f(eiθx) = φ(eiθx) ≦ 1

を得る．一方，

|f(x0)| = |φ(x0)− iφ(ix0)| =
√
|φ(x0)|2 + |φ(ix0)|2 > φ(x0) > 1

より，|f(x0)| > 1を得る．
以上により，証明は完結する．
系 3. E = ECを複素Banach空間とする．x0 ∈ Eとする．そのとき，∃` ∈ E∗が
あって， {

`(x0) = ‖x0‖
|`(x)| ≦ ‖x‖ (∀x ∈ E)

特に，‖`‖ = 1である．
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Proof. p(x) = ‖x‖とする．x0 = 0ならば ` = 0とすれば良い．x0 6= 0ならば，

M = Cx0 = {λx0 : λ ∈ C} ⊂ EC

は有限次元より閉部分空間である.そのとき，f : M −→ Cを f(λx0) = λ‖x0‖で
定義すれば, f は連続線形写像である．実際，任意の ε > 0に対して，δ < ϵ

∥x0∥ を
選ぶ．そのとき，|λ| < δならば

|f(λx0)| = ‖λx0‖ = |λ| · ‖x0‖ < δ · ‖x0‖ < ε

よって，fは0で連続．ゆえにMで連続である．特に f(x0) = ‖x0‖. Hahn-Banach
の定理より，線形写像 ` : E −→ Cで `(x) = f(x) (x ∈M)かつ |`(x)| ≦ ‖x‖ (x ∈
E)を満たすものが存在する．特に，|`(λx0)| = |f(λx0)| = |λ|‖x0‖. よって，̀(x0) =

‖x0‖.
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7 共役線形写像について
7.1

E,F をC上のBanach空間とし，u : E −→ F を連続な線形写像とする．

定義 23.

‖u‖ = sup
x̸=0

‖u(x)‖
‖x‖

= sup
∥x∥=1

‖u(x)‖

を連続線形写像 uのノルムという．

補題 1. ‖u‖は有界で
‖u(x)‖ ≦ ‖u‖ · ‖x‖.

が成立．

Proof. uの x = 0での連続性から，ε = 1に対し，δ > 0が存在し，‖x‖ < δならば，
‖u(x)‖ < 1.任意の x ∈ Eに対し，x∗ = δ

2

x

‖x‖
とおく．そのとき，‖x∗‖ < δ

2
< δよ

り，k = 2
δ
とおくと，‖u(x∗)‖ < 1.よって，‖u(x)‖ ≦ 2

δ
‖x‖ = k‖x‖.

よって，
inf{k : ‖u(x)‖ ≦ k‖x‖} = sup

x ̸=0

‖u(x)‖
‖x‖

=: ‖u‖ <∞

を得る．よって，
‖u(x)‖ ≦ ‖u‖ · ‖x‖ (x ∈ E)

次に，E∗, F ∗をそれぞれ，E,F の共役空間とする．連続な線形写像 u : E −→ F

の共役写像（adjoint map）を u∗ : F ∗ −→ E∗を λ ∈ F ∗, x ∈ Eに対し，

u∗(λ)(x) := λ(u(x)) (x ∈ E)

で定義する．即ち，合成写像：

u∗(λ) = λ ◦ u : E
u−→ F

λ−→ C ; x 7→ λ(u(x))

として定義する．uも λも連続だから，その合成写像 u∗(λ)もEからCへの連続
写像である．即ち、u∗(λ) ∈ E∗を得る．

補題 2. 共役写像 u∗は線形写像である．
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Proof. λ1, λ2 ∈ F ∗および任意の x ∈ Eに対して，

u∗(λ1 + λ2)(x) = (λ1 + λ2)(u(x)) = λ1(u(x) + λ2(u(x)) = u∗(λ1) + u∗(λ2)

と定義することで線形性は示せる．

命題 13. u∗ : F ∗ −→ E∗の連続写像である．

Proof. 双対線形写像 u∗ : F ∗ −→ E∗のノルム ‖u∗‖を

‖u∗‖ = sup
λ ̸=0

‖u∗(λ)‖
‖λ‖

= sup
∥λ∥=1

‖u∗(λ)‖

で定義する．但し，

‖u∗(λ)‖ = sup
x ̸=0

|λ(u(x))|
‖x‖

= sup
∥x∥=1

|λ(u(x)|

まず，次を示そう．

補題 3.

‖u∗‖ = ‖u‖.

Proof. 0 6= u(x) ∈ F に対し，λ(u(x)) = ‖u(x)‖かつ ‖λ‖ = 1なる λ ∈ F ∗が存在
する．

sup
∥x∥=1

|λ(u(x)| ≧ sup
∥x∥=1

‖u(x)‖ = ‖u‖.

∴ ‖u∗‖ ≧ ‖u‖.

一方，

‖u∗(λ)‖ = sup
∥x∥=1

|λ(u(x)| ≦ sup
∥x∥=1

‖λ‖ · ‖u(x)‖ ≦ ‖λ‖ sup
∥x∥=1

‖u‖ · ‖x‖ = ‖λ‖ · ‖u‖.

∴ ‖u∗(λ)‖ ≦ ‖λ‖ · ‖u‖.

こうして，
‖u∗‖ = sup

∥λ∥=1

‖u∗(λ)‖ ≦ sup
∥λ∥=1

‖λ‖ · ‖u‖ = ‖u‖

を得る．故に
‖u∗‖ = ‖u‖

を得る．
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注意 17. この補題により，u : E −→ F は有界 ⇐⇒ u∗ : F ∗ −→ E∗は有界．結
果的に uは連続⇐⇒u∗は連続．

これまでの議論の中で,u : E −→ F を複素 Banach空間Eから F への連続線形
写像とし，u∗ : F ∗ −→ E∗を共役写像とすると，注意 10.によって，u∗は連続線形
写像であることは示した．

補題 4. u : E −→ F が全射ならば，共役写像 u∗ : F ∗ −→ E∗は単射である．

Proof. u∗(λ) = 0 (λ ∈ F ∗)とする，uが全射より，任意の y ∈ F に対し，u(x) = y

をみたす x ∈ Eが存在する．

0 = u∗(λ)(x) = λ(u(x)) = λ(y).

よって，λ = 0.u∗は線形写像なので，u∗は単射である．
次に，x ∈ Eに対し x̂ ∈ Eは x̂ : E∗ −→ Cを x̂(λ) = λ(x)で定義すすれば，自

然な写像
τ : E −→ E∗∗ ; x 7→ x̂

が定義される．そのとき，

命題 14. 写像 τ : E ↪→ E∗∗ は単射線形写像である．

Proof. |λ(x)| ≦ ‖λ‖ · ‖x‖

‖x̂‖ = sup
λ ̸=0

|λ(x)|
‖λ‖

≦ sup
λ ̸=0

‖λ‖‖x‖
‖λ‖

= ‖x‖

逆に，Hahn-Banachの定理より，λ(x) = ‖x‖かつ ‖λ‖ = 1なる λ ∈ E∗が存在す
る．ゆえに，

‖x̂‖ ≧ λ(x)

‖λ‖
= ‖x‖

を得る．
∴ ‖x̂‖ = ‖x‖.

次に，
x̂− y(λ) = λ(x− y) = λ(x)− λ(y) = x̂(λ)− ŷ(λ)

なので，
x̂− y = x̂− ŷ
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を得る．一方．
‖x− y‖ = ‖x̂− y‖ = ‖x̂− ŷ‖.

であるので，
x = y ⇐⇒ x̂ = ŷ

が成立し，結果，τ : E −→ E∗∗が単射性が示される．

7.2 Banach空間の商空間
Banach空間Eの閉部分空間N による商空間E/N はBanach空間であることを
示そう．まず，E/N をEのN による商空間（商位相を入れる）とし，π : E −→
E/N : π(x) = [x]を商写像とする．そのとき，π は線形写像であることは，
[x + y] = [x] + [y] , λ[x] = [λx]と定義すれば容易に確かめられる．換言すれば，
E/N には πを線形写像にするようなベクトル空間としての構造を入れた．

注意 18. 商位相とは π : E −→ E/N を連続にする最強の位相である．集合 Ω ⊂
E/N は π−1(Ω) ⊂ Eが開集合の時，開集合である．．特に，πは開写像である．実
際，開集合 U ⊂ Eに対し，

π−1(π(U)) =
⋃
x∈N

(x+ U)

かつ (x + U ∼= U は開集合ゆえ，その和集合として π−1(π(U))は開集合である．
商位相の定義から，π(U)は開集合である．こうして，πは開写像である．また，
π−1(E/N \ [x]) = E \ (x+N)は x+N はN が閉集合ゆえ，開集合である．こう
して，商位相の定義からE/N \ [x]は開集合．よって，一点 [x]は閉集合である．

[x] + [y] = [x+ y], [λx] = λ[x] x, y ∈ E, λ ∈ C

と定義すると，E/N はC上の位相ベクトル空間である．距離空間はHausdorff空
間なので，E/N はHausdorff空間である．

注意 19. E/N はBanach空間である．[x] ∈ E/N に対し，そのノルムを

‖[x]‖ := inf
y∈N
‖x− y‖

で定義する．　
まず，E/N 上のノルムであることを示す：
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(i) ‖[x]‖ = 0で [x] 6= 0とする．x 6∈ N である. EはHausdorffでN は閉集合ゆ
え， inf

y∈N
‖x− y‖ > 0．これは，‖[x]‖ = 0に反する．

∴ x ∈ N ∴ [x] = 0.

(ii)

‖[x] + [y]‖ = ‖[x+ y]‖ = inf
z∈N
‖x+ y − z‖ = inf

z∈N
‖x− z + y − z + z‖

≦ inf
z∈N

(‖x− z‖+ ‖y − z‖+ ‖z‖)

≦ inf
z∈N
‖x− z‖+ inf

z∈N
‖y − z‖+ inf

z∈N
‖z‖

= inf
z∈N
‖x− z‖+ inf

z∈N
‖y − z‖

= ‖[x]‖+ ‖[y]‖

(iii) N =
N

λ
(if λ 6= 0)より

‖λ[x]‖ = ‖[λx]‖ = inf
z∈N
‖λx− z‖ = |λ| inf

z∈N
‖z − z

λ
‖ = |λ| inf

w∈N
‖x− w‖

次に，E/N の完備性について示す．
実際，{ξn}をE/N のコーシー列とする，即ち，

∀ε > 0 , ∃N > 0 s.t. ‖ξn − ξm‖ < ε for m,n ≧ N

各 ξnに対し，∃xn ∈ Eが存在し，ξn = [xn]と表される．ε = 1

2k+2
に対し，∃N(k) > 0

が存在し，数列 {nk}k=1 ( nk > N(k) )に対し，

‖ξnk+1
− ξnk

‖ = ‖
[
xnk+1

]
− [xnk

] ‖ = ‖
[
xnk+1

− xnk

]
‖ < 1

2k+2

が成立する．一方，商ノルムの定義

‖
[
xnk+1

− xnk

]
‖ = inf

z∈N
‖xnk+1

− xnk
− z‖

から（即ち，infの定義から），ε = 1

2k+2
に対し，zk ∈ N が存在し，

‖yk := xnk+1
− xnk

− zk‖ < ‖
[
xnk+1

− xnk

]
‖+ 1

2k+2
<

1

2k+1
.

xn1 + y1 + · · ·+ yk = skとおくと，

‖sk − sk−1‖ = ‖yk‖ = ‖xnk+1
− xnk

− zk‖ <
1

2k+1
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よって，{sk}k ⊂ Eはコーシー列である．Eは完備なので， lim
k→∞

sk =
∃x ∈ E.

sk = xn1 + (xn2 − xn1 − z1) + · · ·+ (xnk+1
− xnk

− zk)

= xnk
− (z1 + · · ·+ zk) ∈ xnk

+N

より，[sk] = [xnk
].

‖[xnk
]− [x]‖ = inf

z∈N
‖xnk

− x− z‖ = ‖sk − x‖ → 0 ∴ [xnk
]→ [x].

{ξn = [xn]}はコーシー列より，　 nk , n >> 0に対して，‖[xnk
]− [xn]‖ → 0.

∴ ‖[x]− [xn]‖ ≦ ‖[x]− [xnk
]‖+ ‖[xnk

]− [xn]‖ → 0 .

よって，[xn]→ [x].よって，E/N は完備である．故に，E/N はBanach空間で
ある．

7.2.1 位相空間のコンパクト性（復習）

Xを（Hausdorff）位相空間とするK ⊂ Xを部分集合とする．

定義 24. Xの開集合の族U = {Uα}α∈ΛがKの開被覆とは，K ⊂
⋃
α∈Λ

Uαをみたす

ときをいう（K = Xのときも含む）．

定義 25. K ⊂ X がコンパクト部分集合であるとは，X の任意の開被覆 U =

{Uα}α∈Λ に対し，{α1, · · · , αn} ⊂ Λが存在して，K ⊂
n⋃

k=1

Uαk
とできるときを

いう．
標語的には，Kの任意の開被覆が有限被覆をもつときにKをコンパクトという

（K = Xのときも含む）．

注意 20. コンパクト位相空間は常にHausdorff性をもつと仮定する．

注意 21. K ⊂ Xを部分集合とする．そのとき，KにXからの相対位相を入れる
ことにより，Kを位相空間とみなすことができる．このとき，Kの開被覆 {Wβ}
に対し，Xの開集合 Uβがあって，Wβ = Uβ ∩Kと表されるので，

{Wβ} = {Uβ ∩K : Uβ は X の開集合 }
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よって，Kがコンパクトとは，Kの開被覆 {Wβ} = {Uβ∩K : Uβ は X の開集合 }
に対し，K =

⋃
b

(Ub ∩K)ならば，有限被覆 {Uβ1 ∩K, · · · , Uβn ∩K}があって，

K =
n⋃

k=1

(Uβk
∩K)

とき．

定義 26. X の集合の族 F = {Fα}α∈Λが有限交叉性をもつとは，任意の有限個の
部分族 {Fα1 , · · · , Fαn} ⊂ F に対し，

n⋂
k=1

Fαk
6= ∅のときをいう．

命題 15. Xがコンパクト
m

有限交叉性をもつXの任意の閉集合族F = {Fα}α∈Λの合併は空でない：⋂
α∈Λ

Fα 6= ∅

．

Proof. 有限交叉性をもつ閉集合からなる集合族F = {Fα}α∈Λで，その合併が空で
あるものが存在したとする,即ち，⋂

α∈Λ

Fα = ∅.

今，Gα = X \ Faは開集合でX =
⋃
α∈Λ

Gα.一方，X はコンパクトであったので，

有限被覆をもつ，即ち，{α1, · · · , αn}が存在して，X =
n⋃

j=1

Gαj
を得る．これは，

n⋂
j 1

Fαj
= ∅.を意味する．このことはF が有限交叉性をもつことに反する．

逆に，U = {Gα}α∈ΛをXの開被覆とする．そのとき，F = {Fα = X \Gα}は閉
集合の族である．

X =
⋃
α∈Λ

Gα ⇐⇒ ∅ =
⋂
α∈Λ

(X \Gα)⇐⇒
⋂
α∈Λ

Fα = ∅

F は有限交叉性を持つなら，仮定から，その合併は空集合ではない．よって，有
限交叉性をもたない．故に，{α1, · · · , αn}があって，

n⋂
j=1

Fαj
= ∅ ⇐⇒ X =

n⋃
j=1

(X −Fαj
) =

n⋃
j=1

Gαj
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を得る．これは，Uが有限被覆をもつことを意味する．よって，X はコンパクト
である．

命題 16. コンパクト位相空間X内の閉集合 F はコンパクトである．

Proof. {Uα}αをFの開被覆：F ⊂ ⋃α Uαとする．X\Fは開集合より，{X\F,Uα}α
はXの開被覆である．Xのコンパクト性から Uα1 , · · · , Uαnがあって，

X = (X \ F ) ∪ F = (X \ F ) ∪ Uα1 ∪ · · · ∪ Uαn

よって，
F ⊂ Uα1 ∪ · · · ∪ Uαn

こうして，F はコンパクトである．

系 4. X をコンパクト空間とする．F = {x1, x2, · · · , xn, · · · }を離散集合とする．
そのとき，F は有限集合である．

Proof. F は閉集合である．実際，x 6∈ F をとると，各 iについて，x 6= xi.一方，
Hausdorff性から，U(x) ∩ U(xi) = ∅なる近傍 U(x), U(xi)が存在する．よって，
U(x)∩F = ∅，即ち，U(x) ⊂ (X \F )となり，X \F は閉集合である．こうして，F
はコンパクトである．今，xi ∈ F に対し，開近傍Ui = U(xi)でUi∩ (F \{xi}) = ∅，
即ち，Ui ∩ F = {xi}なるものが存在する.今，F ⊂

⋃
i

Uiであり，F はコンパクト

ゆえ，F は有限被覆をもつ．このことから，F は有限集合である．

命題 17 (点列コンパクト（可算コンパクト）性). Xがコンパクトなら，その無限
部分集合は少なくとも一つの集積点をもつ．

Proof. Xの無限部分集合F が集積点をもたないとすると，Fに属する可算無限部
分集合F1 = {xn}n≧1は集積点を持たない閉集合である．即ち，F1は孤立点からな
る閉集合である．Xがコンパクトより，F1は有限集合である．

7.2.2 Banach空間に於けるコンパクト性の復習

Banach空間 (E, ‖ ‖)は完備なノルム空間である，d = ‖x− y‖はEはE上の距
離を定め，この距離 dに関して完備である．即ち，任意のコーシー列が収束する
ときをいう．{xn} ⊂ Eをコーシー列とは， lim

m,n→∞
d(xm, xn) = 0ならば，∃x ∈ E

があって， lim
n→∞

xn = x が成立するとき．

51



定義 27. K ⊂ Eが点列コンパクトであるとは，Kの任意の点列は，K内のある
点に収束する部分列をもつときをいう．即ち，∀{xn} ⊂ Kに対し，部分列 ∃{xnj

}
が存在し, lim

j→∞
xnj

= x <∞かつ x ∈ Kを満たす時．

レポート 1. 完備距離空間 (E, d)の部分集合K ⊂ Eに対し，次は同値である．

(1) Kはコンパクトである．

(2) Kは点列コンパクトである．

また，Kが相対点列コンパクトとは，K内の任意の点列が，E（実際にはK）内
に収束する部分列を持つときをいう．こうして，次もまた同値である．

(a) Kは相対コンパクト（Kがコンパクト）である．

(b) Kは相対点列コンパクトである．

実際は，(2) =⇒ (1), (b) =⇒ (a)を示せばよい．
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8 有限次元性定理
8.1 基本定理
定義 28. X, Y を Banach空間とする．連続線形写像 ϕ : X −→ Y がコンパクト
（作用素）であるとは，ϕ(BX)が F で相対コンパクト，即ち，閉包ϕ(BX)がXで
コンパクトのとき，ただし，

BX = {x ∈ X : ‖x‖ ≦ 1}.

定理 7. E,F を Banach空間とし，u : E −→ F を連続線形写像とする．また，
u∗ : F ∗ −→ E∗を共役写像とする．

(A) u(E)は F の閉集合⇐⇒ u∗(F ∗) はE∗の閉集合．

(B) uがコンパクト作用素ならば，u∗もコンパクト作用素である．

Proof. (A)の証明：
(=⇒)

8.1.1

u(F )は F の部分空間であることは容易に確かめられる．u(E)のノルムは F の
ノルムの u(E)への制限である．仮定より，u(E)は閉集合．よって，u(E)はF の
閉部分空間，即ち，Banach部分空間である．

N := Keru = {x ∈ E : u(x) = 0}

とおく．N はEの部分空間で，0 ∈ F が閉集合で uが連続より，N はEの閉部分
空間，即ち，N はEのBanach部分空間である．

8.1.2

N は E の閉部分空間より，商空間 E/N は商ノルムに関して Banach空間であ
り，特に，商写像 π : E −→ E/N は全射連続線形写像である．こうして，連続線
形写像

E
π−→ E/N

φ−→ u(E)
i
↪→ F : u = i ◦ ϕ ◦ π
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を得る．ここで，ϕ : E/N −→ u(E)はϕ([x]) = u(x)と定義すれば，u(N) = 0より，
ϕはwell-definedである．結果，ϕは線形同型写像であることが分かる．また，ϕの
連続性については，uおよびπが連続開写像であることから従う．更に，ϕは連続全
射線形写像ゆえ，開写像定理より，ϕは開写像である．こうして，ϕ : E/N −→ u(E)

は位相同型写像であることが分かる．
以上により，ϕはBanach空間の同型写像（線形同型かつ位相同型）である．

8.1.3

次の共役写像の列：

F ∗ i∗↠ u(E)∗
φ∗
∼= (E/N)∗

π∗

↪→ E∗ : u∗ = π∗ ◦ ϕ∗ ◦ i∗

を得る．
N⊥ = {λ ∈ E∗ : λ|N = 0}

とおくと，π∗の単射性から

N⊥ = π∗((E/N)∗
) 同一視∼= (E/N)∗.

実際，x ∈ N および ∀λ ∈ (E/N)∗ に対し，π∗(λ)(x) = λ(π(x)) = λ(0) = 0.よって，
π∗(λ) ∈ N⊥.
逆に，λ ∈ N⊥とする．λ∗ : E/N −→ Cを λ∗([x]) = λ(x), ([x] = π(x))で定義すれば．

λ(N) = 0より，[x] = [y]ならば，y +N = x+N より，
λ∗([y]) = λ∗(y +N) = λ∗(x+N) = λ(x+N) = λ(x) + λ(N) = λ(x) = λ∗([x]).

よって，λ∗は well-defined線形写像である．とくに，
λ = λ∗ ◦ π = π∗(λ∗) ∈ π∗ ((E/N)∗) .

よって，N⊥ = π∗((E/N)∗
)
.

8.1.4

N⊥が閉集合であることを示せば (=⇒)の証明は終わる．

実際，double dual E ↪→ E∗∗において，x∗(λ) = λ(x) (λ ∈ E∗ x ∈ E)で定義す
る．このとき，

N⊥ =
⋂
x∈N

{λ ∈ E∗ : x∗(λ) (= λ(x)) = 0} =
⋂
x∈N

Ker(x∗ : E∗ → C}

は閉集合（閉集合の任意の合併は閉集合）である．

(⇐=)
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8.1.5

u∗(F ∗)はE∗の閉集合とする．

u : E
u1−→ u(E)

i
↪→ F : u = i ◦ u1

とおく．u∗1 : u(E)
∗
−→ E∗を共役写像とする．

8.1.6

u∗1は単射である．
実際，y∗1, y

∗
2 ∈ u(E)

∗かつ u∗1(y
∗
1) = u∗1(y

∗
2)とする．そのとき，任意の x ∈ E , i = 1, 2

に対し，u∗i (y
∗
1)(x) = y∗i (u1(x))より，

y∗1(u1(x)) = y∗2(u1(x))

が成立する．任意の y ∈ u(E)に対して，点列 {yn}∞n=1 ⊂ u(E)があって，y = lim
n→∞

ynと
できる．ここで，各 yn ∈ u(E)に対し，yn = u(xn) = u1(xn)となる xn ∈ E が存在する
ので，

lim
n→∞

yn = y ⇐⇒ lim
n→∞

u1(xn) = y

今，y∗i は連続線形汎関数ゆえ，

lim
n→∞

y∗1(u1(xn)) = lim
n→∞

y∗2(u1(xn)) ∴ y∗1(y) = y∗2(y)

がすべての y ∈ u(E)に対して成立．よって，y∗1 = y∗2.故に，u∗1は単射である．

8.1.7

u∗1(u(E)
∗
)はE∗の閉集合である．

このことは，u∗1(u(E)
∗
) = u∗(F ∗)を示せば，仮定から，u∗(F ∗)は閉集合であるので，

示される．実際，u(E) ⊂ F は閉部分空間であるので，Hahn-Banachの定理より，u(E)
上の線形汎関数 λ ∈ (u(E))∗は F 上の線形汎関数 λ ∈ F ∗に拡張できる：λ = i∗(λ).よっ
て，全射線形写像 u∗ : F ∗ i∗↠ u(E)

∗を得る．即ち，

u∗ : F ∗ i∗↠ u(E)
∗ u∗

1−→ E∗ : u∗ = u∗1 ◦ i∗

を得る．このことから，u∗1(u(E)
∗
) = u∗(F ∗).
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　 u(E)
∗ はベクトル空間である．よって，u∗

1(u(E)
∗
) もまたベクトル空間．

実際，x∗, y∗ ∈ u(E)
∗ とすると，∃{x∗

n} , ∃{y∗
n} ⊂ u(E)∗ が存在し，

lim
n→∞

x
∗
n = x

∗
, lim

n→∞
y
∗
n = y

∗
.

を得る．各 n について，x∗
n + y∗

n ∈ u(E)∗ ゆえ，

x + y = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn = lim
n→∞

(xn + yn) ∈ u(E)
∗

λx
∗

= λ lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(λxn) ∈ u(E)
∗
.

8.1.8

任意に y∗ ∈ u(E)
∗をとる．u∗1の単射性から

u∗1 : u(E)
∗ ∼→ u∗1(u(E)

∗
) , (u∗1)

−1 : u∗1(u(E)
∗
)

∼→ u(E)
∗

を得る．このとき，x∗ := u∗1(y
∗) ∈ u∗1(u(E)

∗
)より，

‖(u∗1)−1x∗‖ ≦ c′‖x∗‖

∴ ‖y∗‖ ≦ c′‖u∗1(y∗)‖ =⇒ ‖u∗1(y∗)‖ ≧ c‖y∗‖ (但し，c′ := 1

c
).

8.1.9

u(E)が0 ∈ u(E)のu(E)に於ける近傍を含むなら，u(E) ⊂ u(E)である．即ち，

∃δ > 0 st B(δ) = {y ∈ u(E) : ‖y‖ < δ} ⊂ u(E) =⇒ u(E) ⊂ u(E)

．
(∵) ∀y0 ∈ u(E)をとる.

B(y0, δ) := {y ∈ u(E) : ‖y − y0‖ < δ} ∩ u(E) 6= ∅.

よって，∃x0 ∈ Eがあって，‖u(x0)− y0‖ < δ.

{y ∈ u(E) : ‖y − y0‖ < δ} = {y ∈ u(E) : ‖y‖ < δ}+ y0 より，

u(x0)− y0 ∈ B(y0, δ)− {y0} = B(δ) ⊂ u(E)

∴ ∃x1 ∈ E —rm st u(x0)− y0 = u(x1).

∴ y0 = u(x0)− u(x1) = u(x0 − x1) ∈ u(E).

∴ u(E) ⊂ u(E).特に，u1 : E −→ u(E)は全射である．
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8.1.10

u(E)が 0 ∈ u(E)の u(E)に於ける近傍を含むことを示そう：

(1) BE = {x ∈ E : ‖x‖ ≦ 1}とおく．このとき，8.18の cに対し，

u(E) ⊃ S := u1(BE) ⊃ B(c) = {y ∈ u(E) : ‖y‖ ≦ c}.

(∵) S 6⊃ B(c)とする，即ち，∃y ∈ B(c) , y 6∈ Sとする．0 ∈ SかつSは閉凸集合よ
り，Hahn-Banachの定理（命題 12）より，y∗ ∈ u(E)

∗が存在して，|y∗(s)| ≦ 1 (s ∈ S)
かつ |y∗(y)| > 1.よって，|y∗(u(x))| ≦ 1 (x ∈ BE)，即ち，|u∗1(y∗)(x)| ≦ 1 (‖x‖ ≦ 1).
よって，‖u∗1(y∗)‖ ≦ 1. (8.18)より，

‖y∗‖ ≦ ‖u
∗
1(y

∗)‖
c

≦ 1

c

よって，
|y∗(y)| ≦ ‖y∗‖ · ‖y‖ ≦ ‖y‖

c
≦ 1 (∵ y ∈ B(c))

これは，|y∗(y)| > 1に矛盾する．よって，S ⊃ B(c).

(2) u(2BE) ⊃ B(c)である．
u1(BE) ⊃ B(c) = {y ∈ Y : ‖y‖ ≦ c}を示した．

• α > 0に対して，u1(αBE) ⊃ B(αc)を示そう．

(∵) ∀z ∈ B(αc)ならば，y =
z

α
∈ B(c). z = αy ∈ αB(c) ⊂ αu1(BE)より，

∃yn ∈　 u1(BE) s.t. lim
n→∞

αyn = z

今，∃xn ∈ u1(BE) s.t. yn = u1(xn).

∴ z = lim
n→∞

αyn = lim
n→∞

αu1(xn) = lim
n→∞

u1(αxn) ∈ u1(αBE)

こうして，u1(αBE) ⊃ B(αc).

• u1(E) ⊃ u1(2BE) ⊃ B(c)を示そう．

(∵) ∀y ∈ B(c)ならば，y ∈ u1(BE) （8.1.10− (1)）.よって，

∃x1 ∈ BE ‖y − u1(x1)‖ <
1

2
c

y1 := y − u1(x1) ∈ B( c2) ⊂ u1(
c
2BE)とおくと，‖y1‖ < 1

2c.

∃x2 ∈
1

2
BE s.t. ‖y1 − u1(x2)‖ <

1

4
c
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y2 = y1 − u1(x2) = y − u1(x1) − u1(x2) = y − u1(x1 + x2)とおくと，‖y2‖ < 1
4c.

以下，この操作を繰り返し，

∃xn ∈
1

2n
BE s.t. yn = y − u1(x1 + · · ·+ xn) とおくと ‖yn‖ <

1

2n
c

よって，

lim
n→∞

yn = 0⇐⇒ y = lim
n→∞

u1(x1 + · · ·+ xn) = u1(x) ∈ u1(2BE)

故に，y ∈ u1(2BE)，故に，u1(E) ⊃ u1(2BE) ⊃ B(c).こうして，u1(E)は 0の近傍
B(c)を含む．

注意 22. u1(x) ∈ u1(2BE)であることの証明：

‖x1 + · · ·+ xn‖ ≦ ‖x1‖+ · · ·+ ‖xn‖ <
1

2
+ · · ·+ 1

2n
< 2

より，{x1 + · · · + xn}は収束し，極限値 x = lim
n→∞

(
n∑

i=1

xi

)
は ‖x‖ < 2を満たす．

よって，u1(x) ∈ u1（2BE).

(B)の証明：

(1) u : E −→ Fをコンパクトとする．BE = {x ∈ E : ‖x‖ ≦ 1}としK = u(BE)

とおく. Kはコンパクトである．B∗ = {y∗ : ‖y∗‖ ≦ 1}とおく.そのとき，
u∗(B∗)がE∗で相対コンパクトを示す．B∗はK上の連続関数の族：

F := {y∗|K : y∗ ∈ B∗}

を定義する．y∗ ∈ B∗に対し，

|y∗(k)| ≦ ‖y∗‖ · ‖k‖ ≦ ‖k‖ ≦ ‖u‖ · ‖x‖ ≦ ‖u‖

‖y∗(k1)− y∗(k2)‖ ≦ ‖k1 − k2‖ (k1, k2 ∈ K)

{y∗n} を B∗ の点列とする．{y∗n|K} ⊂ F は一様有界かつ同程度連続より，
Ascoli-Arzelaの定理より，K上で一様収束する部分列 {ην := y∗ν |K} ⊂ {y∗n}
が取れる．　

(2) u∗(y∗ν)はE∗で収束する．
(∵) ‖x‖ ≦ 1なる xに対して u∗(yν)(x)は一様収束することをいえばよい．今，
u∗(yν)(x) = y∗ν(u(x))および ‖x‖ ≦ 1なる xに対し u(x) ∈ K であり，y∗ν はK 上
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一様収束するので，u∗(y∗ν)は BE 上一様収束する．よって，任意の ϵ > 0に対し，
N = N(ϵ)が存在し，µ.ν > N のとき，

sup
∥x∥≦1

‖u∗(y∗ν)(x)− u∗(y∗µ)(x)‖ < ϵ

こうして，µ, ν > N ならば

‖u∗(y∗ν)(x)− u∗(y∗µ)(x)‖ < ϵ‖x‖ (x ∈ E)

が成り立ち，u∗(y∗ν)はE∗で収束する．故に，u∗(B∗)はE∗で相対コンパクト，即
ち，u∗はコンパクトである．

8.2 有限次元性に関する定理
定理 8 (有限次元性定理). E, F を Banach空間とし，u : E −→ F を連続線形写
像とする．さらに，uは単射かつ u(E)は閉部分空間とする．更に，v : E −→ F を
コンパクト連続線形写像とする．そのとき，Ker(u + v)は有限次元で (u + v)(E)

は F で閉である．

Proof. N = Ker(u+ v) ⊂ Eとおく．N は閉部分空間としてBanach部分空間．N
が有限次元ためには，

BN = {x ∈ N : ‖x‖ ≦ 1}

がコンパクトをいえばよい，実際，このとき，N は局所コンパクトである．局所
コンパクト位相線形空間は有限次元なので，結果，N の有限次元である．

8.2.1

{xn} ⊂ BNを点列とする．vがコンパクトより，v(BN)はコンパクト（点列コンパ
クト）部分集合である．よって，任意の点列 {v(xn) (xn ∈ N)}はF において収束す
る部分列 {v(xnk

}をもつ．(u+ v)(xnk
) ∈ (u+ v)(N) = 0より，u(xnk

) = −v(xnk
)．

右辺の v(xnk
)は F で収束するので，u(xnk

)もまた F で収束する．一方，uは単
射かつ u(E)は閉部分空間（よって，Banach部分空間）である．開写像定理から
u : E ∼= u(E)は同型，即ち，逆線形写像 u−1 : u(E) ∼= Eは連続写像である．特に，
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u−1は有界である．故に，‖u−1(u(x))‖ ≦ c · ‖u(x)‖となる定数 0 < c ≧ ‖u−1‖が存
在する，こうして，‖u(x)‖ ≧ c‖x‖を得る．このとき，

‖xnk
− xnℓ

‖ ≦ (
1

c
)‖u(xnk

)− u(xnℓ
)‖ → 0 (k.`→∞)

より，{xnk
} ⊂ NはEで収束する．NはEの閉集合なので，lim

k→∞
xnk
∈ Nである．

よって，BN が点列コンパクトである，即ち，BN は F のコンパクト集合である．
このことから，N は有限次元である．

8.2.2

今，Nは有限次元より，以下に示す命題 18より，Eの閉部分空間N ′が存在して，

N ∩N ′ = {0} & E = N +N ′

を得る．今，

(u+ v)(E) = (u+ v)(N +N ′) = (u+ v)(N) + (u+ v)(N ′) = (u+ v)(N ′)

• (u+ v)(E)は閉であることを示すため，(u+ v)(N ′) ⊂ F が閉であることを示
す．即ち，任意の y ∈ (u+ v)(N ′)に対し，y ∈ (u+ v)(N ′)を示せばよい．ここで，
y 6= 0としてよい．実際，y = 0なら，(u+v)(N ′)は部分空間ゆえ，0 ∈ (u+v)(N ′)

を得る．．
(∵) ∃xn ∈ N ′が存在して，

(u+ v)(xn) = u(xn) + v(xn)→ y ∈ F as n→∞

とできる．そこで，y ∈ (u+ v)(N ′)を示そう．今，y 6= 0と仮定してよい．
まず，{xn}は有界である．
実際，有界でないとすれば，部分列（同じ，xnで表す）をとり，‖xn‖ → ∞とできる．

x′n =
xn
‖xn‖

とおくと，‖x′n‖ = 1であって，

u(x′n) + v(x′n) =
u(xn) + v(xn)

‖xn‖
→ y

∞
= 0

v はコンパクトゆえ，部分列 {x′nk
}があって，{v(x′nk

)}は収束する．よって，{u(x′nk
)}

もまた収束する．‖u(x)‖ ≧ c‖x‖ (x ∈ E)より，‖u(x′nk
)‖ ≧ c‖x′nk

‖.よって，{x′nk
}は

x0 ∈ N ′に収束する．特に，‖x0‖ = lim
n→∞

‖x′nk
‖ = 1. しかし，

(u+ v)(x0) = lim
n→∞

(u(x′nk
) + v(x′nk

) = 0.
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よって，x0 ∈ N．一方 x0 ∈ N ′ であったので，x0 ∈ N ∩ N ′ = {0} ∴ x0 = 0.
これは，‖x0‖ = 1に矛盾する．よって，{xn}は有界である（即ち，M > 0が存在し，
‖xn‖ < M）.

また，vのコンパクト性から，部分列 {xν} ⊂ {xn}が存在して，v(xν)は収束する．

(u+ v)(xν) = u(xν) + v(xν)→ y ∈ F

なので，{u(xν)}は収束する.ここで，u(E)は閉集合より，

lim
ν→∞

u(xν) ∈ u(E) ∴ lim
ν→∞

u(xν) = u(x0)

今，uの単射性から，u−1 : u(E) ∼= Eは同型．このことから，‖u(xν)‖ ≧ c‖xν‖なる c > 0
を得る．こうして

0← ‖u(xν)− u(x0)‖ = ‖u(xν − x0)‖ ≧ c‖xν − x0‖

∴ x0 = lim
ν→∞

xν

より y = (u+ v)(x0)を得る．こうして，y ∈ (u+ v)(N ′).

命題 18. Eを位相線形空間とし，N ⊂ Eを有限次元部分空間とする．そのとき，
閉部分空間N ′ ⊂ Eが存在して，

N ∩N ′ = {0} & E = N +N ′

を満たす．

Proof. dimkN = nとする．基底 {e1, · · · , en}が存在し，N =< e1, · · · , en >kを得
る．任意の x ∈ N に対し，∃γj(x) (1 ≦ j ≦ n)が存在し，

x = γ1(x)e1 + · · ·+ γn(x)en · · · · · · (∗)

と一意的に表される．今，(∗)の表現の一意性から，γj : N −→ Cは関数である．
一方，各 γjの線形性については，

x+ y = (γ1(x)+ γ1(y))e1+ · · ·+(γn(x)+ γn(y))en = γ(x+ y)e1+ · · ·+ γn(x+ y)en

と表され，{e1, · · · , en}が基底より，γj(x + y) = γj(x) + γj(y) (1 ≦ j ≦ n)を得
る.また，γj(E) ⊂ Cは部分ベクトル空間だから,γj(E) = Cを得る．Kerγjもまた
有限次元より，閉集合であり，ψjE/Ker rj ∼= γj(E) = CはBanach 空間の代数的
同型より，命題 7により，位相同型でもある．商写像 πj : E −→ E/Ker γjは開写
像で γj = ψj ◦ πj.よって，γjは連続である．従って，Hahn-Banachの定理より，
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E上の連続線形汎関数 γ̂j : E −→ Cに拡張できる．γ̂j(x) = γj(x) (x ∈ N)より，
任意の x ∈ N に対し，

x = γ̂1(x)e1 + · · ·+ γ̂n(x)en · · · · · · (∗∗)

そこで，
N ′ =

n⋂
j=1

Kerγ̂j

とおくと，N ′ ⊂ Eは閉部分空間でN ′ ∩N = {0}.何故なら，x ∈ N ′ ∩N をとる．
各 jについて，γ̂j(x) = 0かつ (∗∗)より，x = 0.一方，ϕ = (γ̂1, · · · , γ̂n) : E −→ Cn

は連続写像で dimkN = nより，ϕ : N ∼= Cn ie ϕ(N) = Cn = ϕ(E).一方，
Kerϕ = N ′より，準同型定理から，

E/Kerϕ ∼= ϕ(E) = E/N ′ = ϕ(N)

また，ϕ(E) ⊂ Cn = ϕ(N) ∼= N ∴ ϕ(E) = ϕ(N) = Cn = E/N ′

∴ N +N ′ = ϕ−1(ϕ(N)) = ϕ−1(ϕ(E)) = E.

定理 9 (L.Schwartzの有限次元性定理). E , F を C上の Banach空間とし，u, v :

E −→ F を連続線形写像とする．uが全射かつ vがコンパクトと仮定する．その
とき，F ′ = (u+ v)(E)は閉部分空間であり，dimCF/F

′ <∞である．

Proof. (1) 定理 8-(A)より，F ′ = (u+ v)(E)が閉 iff⇐⇒ (u+ v)∗(F ∗)が閉．今，
u(E) = F は閉より，u∗(F ∗) ⊂ E∗は閉．また，vがコンパクトゆえ，v∗も
またコンパクト．u : E −→ F が全射より，u∗ : F ∗ −→ E∗は単射，よって，
定理 8より，(u∗ + v∗)(F ∗)は閉．よって，F ′ = (u+ v)(E)は閉である．

(2) F ′が閉部分空間より，F/F ′はBanach空間で商写像 π : F −→ F/F ′は連続
線形開写像である．F/F ′が局所コンパクトを示せばよい．

BE = {z ∈ E : ‖z‖ ≦ 1}

とおく．
ϕ : E

u−→ F
π−→ F/F ′ ϕ = π ◦ u
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は全射連続線形写像，特に，開写像なので，B := π(u(BE)) = ϕ(BE)が相対コ
ンパクトをいえば，F/F ′は局所コンパクト性，こうして，有限次元性が従う．
{[zn]} ⊂ Bに対し，yn ∈ u(BE)が存在し，[yn+F ′] = [yn] = [zn]である．また，
‖xn‖ < 1なる xn ∈ Eが存在し，yn = u(xn)を得る.今，vはコンパクトより，
{v(xn)}は収束する部分列 {znk

:= v(xnk
)}を含む． lim

k→∞
znk

= z0 ∈ ϕ(BE).

ynk
= u(xnk

) + v(xnk
)− znk

∈ N − znk
=⇒ [ynk

] = [znk
].

また，πは連続ゆえ有界である．よって，

‖π(znk
)− π(z0)‖ = ‖π(znk

− z0)‖ ≦ ‖π‖ · ‖znk
− z0‖ → 0 as k →∞,

即ち，
lim
k→∞

π(znk
) = π(z0)⇐⇒ lim

k→∞
[znk

] = [z0].

よって，{[zn]}はϕ(BE)に収束する部分列をもつ．こうして，ϕ(BE)は 0の
相対コンパクトか開近傍である．よって，F/F ′ は局所コンパクトとなり，
dimCF/F

′ <∞.
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9 補足１（複素解析から）
9.1 正則関数列とその極限
定理 10 (Cauchyの収束判定条件). 実数列 {an}∞n=1が収束するための必要十分条
件は {an}∞n=1がCauchy列をなすことである．即ち，任意の ε > 0に対して，あ
る番号N(ε)が存在して，n > m > N(ε)なる全てのm,nに対し，

|an − am| < ε

が成立する事（実数の連続性公理と同値）．

系 5. 複素数列 {zn}∞n=1が収束するための必要十分条件は {zn}∞n=1がCauchy列
をなすことである．即ち，任意の ε > 0に対して，ある番号 N(ε)が存在して，
n > m > N(ε)なる全てのm,nに対し，

|zn − zm| < ε

が成立する事．

Proof. zn = an + i bn an, bn ∈ Rとおき，実数列に関するコーシーの収束判定条件
に帰着させる．その際，以下の不等式を用いる：

{|an − am|, |bn − bm|} ≦ |zn − zm| ≦ |an − am|+ |bn − bm|

定義 29. 領域D ⊂ C上の複素関数列 {fn(z)}がDで広義一様収束するとは，任
意のコンパクト集合K ⊂ D上，{fn(z)}が一様収束すること．即ち，任意の ε > 0

に対して，ある番号N(ε,K) > 0が存在して，m,n > N(ε,K)なる全てのm,nに
対し，任意の z ∈ Kに対し，

|fn(z)− fm(z)| < ε · · · (∗)

が成立する事である．今，
‖f‖K = sup

z∈K
|f(z)|

を関数 f(z)のK上の sup-normという．このとき，条件 (∗)は

‖fn − fm‖K < ε

をしてもよい．
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注意 23. z ∈ D を固定すれば {fn(z)}は複素数列である．従って，{fn(z)}が
Cauchy列をなせば系２から収束し，極限値が zに対して唯一つ存在する．それを
f(z)と表す．f(z)は z ∈ Dに応じて唯一つ定まるので，D上の関数 f : D → Cを
定める．こうして，

lim
n→∞

fn(z) = f(z) for ∀z ∈ D

これを，D上の関数列 {fn}がD上の関数 f に各点収束するという．ε− δ式に表
現すれば，各点 z ∈ Dをとれば，任意の ε > 0に対して，番号N(ε, z)が存在して，
n > N(ε, z)なる全ての nに対し，

|fn(z)− f(z)| < ε

が成立するときをいう．
次に，K上の関数列 {fn}がK上の関数 f に一様収束するとは，任意の ε > 0に
対して，ε > 0とKのみに関係する番号N(ε,K)が存在して，n > N(ε,K)なる全
ての nに対し，

|fn(z)− f(z)| < ε · · · (∗)

が任意の z ∈ Kに対して成立するときをいう．今 z ∈ Kに対して，

|fn(z)− f(z)| ≦ ‖fn − f‖K

なので，(∗)は
‖fn − f‖K < ε

で置き換えてもよい．

関数列の収束と関数値の収束の区別せよ！

領域D ⊂ Cでの関数の集まり（関数族）をFDとおく．

定義 30. 関数族F := FDがα ∈ Dで同程度連続であるとは，任意の ε > 0に対し
て，，ε > 0と αのみ依存する正数 δ := δ(ε, α) > 0が存在し，|z − α| < δを満たす
z ∈ Dに対して

|f(z)− f(α)| < ε for ∀f ∈ F

要は，δ > 0がFの個々の関数に依らないという事である．F がDの各点で同程度連続
であるとき，Dで同程度連続であるという．
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定義 31. 関数族F := FDがα ∈ Dで広義一様有界であるとは，正数Mα > 0が存
在し，

|f(α)| < Mα for ∀f ∈ F

を満たす時をいう．ここで，MαはF の個々の関数 f ∈ F に依らないで α ∈ Dの
みに依存して取れることが本質的である．関数族F がDの各点で広義一様有界の
とき，FはDで広義一様有界という．また，関数族FがDで（狭義）一様有界と
は，ある正数M > 0が存在して，F に属する全ての関数 f(z) ∈ F に対して，お
よび全ての z ∈ Dに対して

|f(z)| < M

が成立する時をいう．

注意 24. 関数の一様有界と関数族の一様有界は違うことを注意する．D上の関数
f(z)がDで一様有界とは，ある正数M > 0が存在して |f(z)| < Mが全ての z ∈ D
で成立することであった．よって，一様有界な関数の族F の元は一様有界な関数
となる．逆は一般には言えない．この事を各自確かめよ．

9.2 正規族
定義 32. 連続関数の族FDがDで正規族とは，FDの任意の関数列 {fν}∞ν=1がD

で広義一様収束（コンパクト収束ともいう）する部分列 {fν,j}∞j=1 ⊂ {fν}∞ν=1を持
つときをいう．

注意 25. 連続関数の族のコンパクト性の基準を与えるのが Ascoli-Arzellaの定理
である．

補題 5. 正規族 FD に属する関数列 {fν}∞ν=1がDで各点収束すれば広義一様収束
する．

Proof. 背理法による．{fν}∞ν=1がDで広義一様収束しないとする．そのとき，あ
るコンパクト集合K ⊂ Dが存在して {fν}∞ν=1はKで一様収束しない．仮定より，
各点 z ∈ Dに対して，D上の関数（極限関数）f(z)が存在し

lim
ν→∞

fν(z) = f(z)
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を得る．{fν}∞ν=1 か K 上一様収束しないので，ある正数 ε > 0および，部分列
{fν,j}∞j=1および点列 {zj}∞j=1が存在して，

|fν,j(zj)− f(zj)| ≧ ε

が成立する．これは，{fν}∞ν=1がK 上一様収束する部分列を含まない事を示して
おり，FDが正規族に反する．

補題 6. 正規族FDに属する関数列{fν}∞ν=1が内点α ∈ Dに収束する点列{zn}∞n=1 (zn 6=
α)において収束するなら，{fν}∞ν=1はDで広義一様収束する．

Proof. 補題９より，{fν}∞ν=1がDで各点収束する事を云えばよい．背理法で示す．
{fν}∞ν=1がDで各点収束しないならば，ある点 z0 ∈ Dが存在して，{fν(z0)}∞ν=1は
収束しない．もし，部分列 {fν,j}j=1∞が存在して．

lim
j→∞

fν,j(z0) =∞

ならば，{fν}∞ν=1の部分列 {fν,j}∞j=1はDで広義一様収束しない．これは，{fν}∞ν=1

が正規族FDに属する事に反する．従って，{fν(z0)}∞ν=1の値は有限不確定である．
故に，部分列 {fν,jk}∞ȷ=1, {fν,j′k}

∞
k=1が存在し，

lim
k→∞

fν,jk(z0) = γ 6= γ′ = lim
k→∞

fν,j′k(z0)

二つの関数列 {fν,jk}∞ȷ=1, {fν,j′k}
∞
k=1は正規族Fに属するので，これらは，Dで広義

一様収束する部分列を持つ．それぞれの広義一様収束極限を ϕ(z), φ(z)とおくと，
これらはD上の正則関数を定める．仮定より，D内で収束する点列 znに対し，

lim
k→∞

fν,jk(zn) = lim
k→∞

fν,j′k(zn)

ゆえ，ϕ(zn) = φ(zn)が全ての nについて成立する．Dが領域（連結開集合）なの
で，一致の定理から ϕ(z) = φ(z)がDの各点で成立する． よって，ϕ(z0) = φ(z0)

である．一方，ϕ(z0) = γ 6= γ′ = φ(z0)なので矛盾である．

9.3 アスコリ・アルツェラの定理
補題 7 (Montel). 領域D ⊂ C上の正則関数全体の集合をO(D)とおく．O(D)の
部分族

FD(M) = {f ∈ O(D) | ∃M > 0 s.t. |f(z)| < M for ∀z ∈ D}

はD上同程度連続である．
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Proof. ∀f ∈ F := FD(M)，および任意の点∀α ∈ Dをとる．D = {z ∈ C |z−α| <
r} ⊂ Dであるように r > 0を選ぶ．Dの境界をCrとする．z ∈ Dに対し，

f(z)− f(α) =
1

2πi

∫
Cr

f(ζ)

{
1

ζ − z
− 1

ζ − α

}
d ζ

=
1

2πi

∫
Cr

f(ζ)
z − a

(ζ − z)(ζ − α)
d ζ

min
ζ∈Cr

|ζ − z| = r − |z − α| > 0 を用いて，

|f(z)− f(α)| ≦ M · |z − α|
r − |z − a|

任意の ε > 0に対して，

δ := min(r 2−1, ε rM−14=1)

とおく．そのとき，全ての f ∈ F に対して，|z − α| < δならば，

|f(z)− f(α)| ≦ M · |z − α|
r − |z − a|

<
M · δ
r − δ

≦ M · ε · rM−14−1

r − r 2−1
<
ε

2
.

ここで，δ > 0は関数 f ∈ F には依存しない．よって，F はDで同程度連続であ
る．

補題 8 (Ascoli-Arzelá). 領域Dで関数族 F が同程度連続であってかつDの各点
z ∈ Dにおいて全ての関数 f ∈ Fに対して |f(z)| < Mzとなる正数Mz > 0が存在
すれば，F はDで正規族である．

Proof. 証明は各自適当なテキストを見て確認しておく事．

以上より

定理 11 (Montelの定理). 領域D ⊂ C上の正則関数全体の集合をO(D)とおく．
O(D)の部分族

FD(M) = {f ∈ O(D) | ∃M > 0 s.t. |f(z)| < M for ∀z ∈ D}

はD上正規族である．

アスコリ・アルツェラの定理を用いないでモンテルの定理を証明しよう．
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定理 12 (スティルティスの定理). 領域D上の一様有界な正則関数列 {fn(z)}∞n=1、
即ち，ある正数M > 0が存在して，

|fn(z)| ≦M, z ∈ D, n = 1, 2, · · ·

とする．このとき，Dで広義一様収束する {fn(z)}∞n=1の部分列 {fnk
(z)}∞k=1が存在

する．

9.4 スティルティスの定理の証明
Dは開集合だから，任意の点 α ∈ Dをとれば，正数R > 0が存在して，∆R =

{z ∈ C : |z − α| ≦ R} ⊂ Dとできる．いま，0 < r < Rなる任意の r > 0に対し
て，∆ := {z ∈ C : |z − α| < r}とおく．
(Claim 1) 関数列 {fn(z)}∞n=1は∆rで一様収束する部分列 {gm(z)}∞m=1をもつ．

実際，簡単のため α = 0としよう．各 n = 1, 2, · · · に対して，fn(z)は∆で正則
ゆえ，z = 0の周りのテーラー展開

fn(z) =
∞∑
k=1

c
(n)
k zk

は∆で一様収束する．各 nに対して |fn(z)| < M ゆえ，コーシーの評価式より，∣∣∣c(n)k

∣∣∣ < M

Rk+1
, k = 0, 1, 2, · · · , n = 1, 2, · · ·

(i) : k = 0のとき，|c(n)0 | < M が n = 1, 2, · · · に対して成り立つので，有界な複素
数列である．従って，収束する部分列

{c(nj)
0 }∞j=0 ⊂ {c

(n)
0 }∞n

が存在する．この数列の極限値をA0とする．{c(nj)
0 }∞j=1に対応する関数列:

fn0(z) = c
(n0)
0 + c

(n0)
1 z + c

(n0)
2 z2 + · · ·

fn1(z) = c
(n1)
0 + c

(n1)
1 z + c

(n1)
2 z2 + · · ·

· · ·

fnj
(z) = c

(nj)
0 + c

(nj)
1 z + c

(nj)
2 z2 + · · ·

· · ·
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を考える．そのとき，
{fnj

(z)}∞j=1 ⊂ {fn(z)}∞n=1

である．
(ii) : k = 1のとき，{c(nj)

1 }∞j=0 ⊂ {c
(n)
1 }∞n=1かつ

|c(n)1 | <
M

R
, n = 1, 2, · · ·

ゆえ，
|c(nj)

1 | < M

R
, j = 0, 1, · · ·

よって，収束する部分列 {c(n
′
j)

1 }∞j=0 ⊂ {c
(nj)
1 }∞j=0をもつ．この部分列の極限値をA1

とおく．{c(n
′
j)

1 }∞j=0に対応する関数列

fn′
0
(z) = c

(n′
0)

0 + c
(n′

0)
1 z + c

(n′
0)

2 z2 + c
(n′

0)
3 z3 + · · ·

fn′
1
(z) = c

(n′
1)

0 + c
(n′

1)
1 z + c

(n′
1)

2 z2 + c
(n′

0)
3 z3 · · ·

· · ·

fn′
j
(z) = c

(n′
j)

0 + c
(n′

j)

1 z + c
(n′

j)

2 z2 + · · ·

· · ·

を考える．ここで，
{c(n

′
j)

0 } ⊂ {c(nj)
0 }, {c(n

′
j)

1 } ⊂ {c(nj)
1 }

である．
我々は関数列 {fnj

(z)}∞j=0の zの係数列 {c(nj)
1 }∞j=0に着目し，その部分列に対応

する関数列を選んでいる事から，

{fn′
j
(z)}∞j=0 ⊂ {fnj

(z)}∞j=0

である．
(iii) : k = 2のとき，全ての nについて，

|c(n)2 | <
M

R2

だから，{c(n
′
j)

2 }∞j=0に対しても

|c(n
′
j)

2 | < M

R2
, j = 0, 1, · · ·
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が成立する．こうして，収束する部分列

{c(n
′′
j )

1 }∞j=0 ⊂ {c
(n′

j)

1 }∞j=0, {c
(n′′

j )

2 }∞j=0 ⊂ {c
(n′

j)

2 }∞j=0

が存在する．この部分列の極限値をA2とする．そこで，
{c(n

′′
j )

2 }∞j=0に対応する次の関数列を考える．

fn′′
0
(z) = c

(n′′
0 )

0 + c
(n′′

0 )
1 z + c

(n′′
0 )

2 z2 + c
(n′

0)
3 z3 · · ·

fn′′
1
(z) = c

(n′′
1 )

0 + c
(n′′

1 )
1 z + c

(n′′
1 )

2 z2 + c
(n′′

1 )
3 z3 · · ·

· · ·

fn′′
j
(z) = c

(n′′
j )

0 + c
(n′′

j )

1 z + c
(n′′

j )

2 z2 + c
(n′′

j )

3 z3 · · ·

· · ·

関数列 {fn′′
j
(z)}∞j=0の選び方から，関数列の部分列の包含関係：

{fn′′
j
(z)}∞j=0 ⊂ {fn′

j
(z)}∞j=0 ⊂ {fnj

(z)}∞j=0 ⊂ {fn(z)}∞n=1

を得る．同様に，部分列 {fn′′′
j
(z)}∞j=0を得る．

{c(n
′′′
j )

0 } ⊂ {c(n
′′
j )

0 } ⊂ {c(n
′
j)

0 } ⊂ {c(nj)
0 } → A0

{c(n
′′′
j )

1 } ⊂ {c(n
′′
j )

1 } ⊂ {c(n
′
j)

1 } → A1

{c(n
′′′
j )

2 } ⊂ {c(n
′′
j )

2 } → A2

さて，正則関数列 g0(z), g1(z), g2(z), · · ·

g1(z) = c
(n1)
0 + c

(n1)
1 z + c

(n1)
2 z2 + · · ·

g2(z) = c
(n′

0)
0 + c

(n′
１)

1 z + c
(n′

2)
2 z2 + · · ·

g3(z) = c
(n′′

0 )
0 + c

(n′′
１)

1 z + c
(n′′

2 )
2 z2 + c

(n′′
3 )

3 z3 · · ·

g4(z) = c
(n′′′

0 )
0 + c

(n′′′
１ )

1 z + c
(n′′′

2 )
2 z2 + c

(n′′′
3 )

3 z3 · · ·

· · ·

を考える．そこで，改めて

gm(z) =
∞∑
k=0

b
(m)
k zk (m ≧ 0)
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とおく．このとき， lim
m→∞

b
(m)
k = Ak (k ≧ 1)

∆R上の正則関数列 {gm(z)}∞m=1は∆r上 g(z) =
∞∑
k=0

Akz
kに一様収束する．ここ

に，{gm(z)}∞m=1は {fn(z)}∞n=1の部分列である．

今，g(z)は∆Rで正則である．実際，収束半径を求めると

|b(m)
k | ≦

M

Rk
=⇒ |Ak| ≦

M

Rk
k = 1, 2, 3, . . .

より
1

lim sup
k→∞

k
√
|Ak|

=
R

lim sup
k→∞

k
√
M

= R

を得る．よって，g(z)は∆Rで正則である．

さて，ε > 0に対し，N > 0を十分大きくとれば，0 < r

R
< 1より，

∞∑
k=N+1

( r
R

)k
< ε

とできる．このN を固定して
L =

∞∑
k=0

rk

とおく．N ′ > 0を十分大きくとれば，∀m > N ′に対し，

|b(m)
k − Ak| < ε (k = 0, 1, . . . , N),

とできる．k = 0, 1, 2, . . .に対して，

|Ak|, |b(m)
k | ≦

M

Rk
(m = 1, 2, . . .)

に注意すれば，任意のm ≧ N ′および，任意の z ∈ ∆rに対して，

|gm(z)− g(z)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

b
(m)
k zk −

∞∑
k=0

Akz
k

∣∣∣∣∣
=

N∑
k=0

|b(m)
k − Ak||z|k

+
∞∑

k=N+1

(|b(m)
k + |Ak|)|z|k

< (L+ 2M)ε

よって，{gm(z)}∞m=0は∆rで g(z)に一様収束する．
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領域Dの有理点全体は可算集合より {zi}∞i=1と番号をつける事ができる．ziと
∂Dの距離を di > 0で表し，中心 zi,半径 di

2
の閉円板を δiとする．このとき，

D =
∞⋃
i=0

δi

である．まず，(Claim 1)より δ1で一様収束する部分列 {f1n}∞n=1が存在する．こ
の極限関数を f (1)(z) ; (z ∈ δ1)とする．次に，{f1n}の部分列で δ2上一様収束す
る関数列を {f2n}とし，その極限関数を f (2)(z) ; (z ∈ δ2)とする．このとき，取り
方から，{f2n(z)}は δ1 ∪ δ2で一様収束する．特に，f (2)(z) = f (1)(z) ; z ∈ δ1.以下，
同様に

f11, f12, f13, · · · → f (1)(z), z ∈ δ1
f21, f22, f23, · · · → f (2)(z), z ∈ δ1 ∪ δ2
f31, f32, f33, · · · → f (3)(z), z ∈ δ1 ∪ δ2 ∪ δ3
· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·

· · · fkk · · · · · · → f (k)(z), z ∈
k⋃

ℓ=1

δℓ

· · · · · · fk+1 k+1 · · · → f (k+1)(z), z ∈
k+1⋃
ℓ=1

δℓ

· · · · · · · · · · · ·

そこで，このダイアグラムの対角線にある関数列

f11(z), f22(z), f33(z), . . .

を考える．その構成法より，k ≧ 1を固定した時，対角線に位置する正則関数列
{fmm(z)}m=k,k+1,...は {fkℓ(z)}ℓ=1,2,...の部分列である．従って，{fmm(z)}∞m=1は δk

上で f (k)(z)に一様収束する．

lim
m→∞

fmm(z) = f (k)(z) = lim
ℓ→∞

fkℓ(z) if z ∈ δk

k ≧ 1は任意なので，{fmm(z)}∞m=1はDで各点収束する．この収束は，実は，広
義一様収束である．実際，任意にコンパクト集合K ⊂ Dをとれば，

K ⊂ D ⊂
∞⋃
i=1

δi
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ゆえ，K のコンパクト性から，有限個の δi1 , . . . , δiN（N 個とする）が存在して，
K ⊂

⋃N
j=1 δij とできる．このとき，{fmm(z)}∞m=1は各 δij 上で一様収束するから，

K上でも一様収束する．

9.5 有界正則関数全体のBanach空間
D ⊂ Cを有界領域，即ち，C内の相対コンパクトな連結開集合とする．簡単の

ため，Dは単連結とし，Dの境界C = ∂Dは区分的に滑らかなジョルダン閉曲線
とする．

Ob(D) = {f ∈ O(D) : ‖f‖ = sup
z∈D
|f(z)| < +∞}

をD上の有界正則関数全体とする．

定理 13. F := Ob(D)はBanach空間である．

Proof. (1) F はC上のベクトル空間で，

‖f‖ = sup
z∈D
|f(z)|

はF上のノルムを与える．実際，‖f‖ = 0ならば |f(z)| = 0がすべての z ∈ D
に対して成り立つので，f ≡ 0を得る．

(2) 　F の完備性について示そう．
実際，{fn}∞n=1 ⊂ F をコーシー列とする．即ち，
任意の ε > 0に対して，N > 0が存在して，m,n > Nならば，‖fm− fn‖ < ε

とする．このとき，

|fm(z)− fn(z)| < ε (z ∈ D) for m,n > N

各点 z ∈ Dに対し，複素数列 {fn(z)}∞n=1はCに於いてコーシー列をなすの
で，Cの完備性から収束する．極限値を f(z)とする．即ち，lim

n→∞
fn(z) = f(z)

とする．収束の一意性から f(z)はD上の関数を定める．

|f(z)| = |fn(z)− f(z)|+ |fn(z)− fm(z)|+ |fm(z)|

≦ |fn(z)− f(z)|+ ‖fn − fm‖+ ‖fm‖

≦ ‖fm‖+ ε
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lim
m→∞

|fn(z)− fm(z)| = |fn(z)− f(z)| ≦ lim
m→∞

‖fn − fm‖

∴ sup
z∈D
|fn(z)− f(z)| ≦ lim

m→∞
‖fn − fm‖

∴ lim
n→∞

(
sup
z∈D
|fn(z)− f(z)|

)
≦ lim

m,n→∞
‖fn − fm‖ = 0

こうして，fn(z)は f(z)にDで一様収束する．正則関数の一様収束極限は
正則ゆえ（モレラの定理から示せる），f(z)もDで正則である．こうして，
Ob(D)は完備であり，結果，Banach空間である．

9.6 Moreraの定理（コーシー積分定理の逆）
定理 14 (Cauchyの積分定理). D ⊂ Cを単連結領域とし，f(z)をDで正則とす
る．そのとき，任意の閉曲線 γに対し，

∫
γ

f(z) dz = 0

注意 26 (Cauchyの積分定理の特別版). (1) C を複素平面 C内の単純閉曲線と
し，D = (C)を C で囲まれる有界領域とする．ここで，C で囲まれる領域
は有界な部分（内部）と非有界な部分（外部）があるが，Cで囲まれる部分
とは有界な部分を（内部）をいう．このとき，D内の任意の単純閉曲線 γの
内部はDの点からなり，Dは単連結（関数論的単連結）となる．
f(z)を領域D = (C)で正則かつ C で連続ならば，

∫
C

f(z) dz = 0が成立す
る．これもまた，コーシー積分定理の特別な場合である. 更に，任意の単純
閉曲線 γ ⊂ Dに対し，

∫
γ

f(z) dz = 0

(2) 閉円板∆で連続かつ開円板∆で正則な関数 f(z)に対し，
∫
∂[Delta

f(z) dz = 0

が成立する．

命題 19 (モレラの定理). D ⊂ Cを連結開集合とし，f(z)をD上の連続関数とす
る．区分的に滑らかな任意の閉曲線 γ ⊂ Dに対し，

∫
γ

f(z) dz = 0ならば，f(z)は
Dで正則である．

Proof. α ∈ Dを固定する．z ∈ Dを任意にとる．γ1をαと zを結ぶ区分的に滑らか
な曲線とする．γ2をαと zを結ぶ他の区分的に滑らかな曲線とする．γ−γ1 = γγ−1

1
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は区分的に滑らかな閉曲線ゆえ，
∫
γ−γ1

f(ζ) dζ = 0．よって，
∫
γ

f(ζ) dζ =

∫
γ1

f(ζ) dζ

より，
F (z) =

∫
γ

f(ζ) dζ

は zと αを結ぶ区分的に滑らかな曲線の取り方によらず，αと zにのみに依存す
る．|h| < εなる h ∈ Cを (z + h) ∈ Dとなるように選ぶ．

F (z + h)− F (z) =
∫
Γ

f(ζ) dζ =

∫ z+h

z

f(ζ) dζ

ただし，Γは zと z + hを結ぶ線分 ϕ : [0, 1] −→ Γ : ϕ(t) = z + th.

F (z + h)− F (z)
h

− f(z) =
1

h

∫
Γ

f(ζ) dζ − f(z)

=
1

h

∫ 1

0

f(z + th)hdt− f(z)

=

∫ 1

0

f(z + th)dt− f(z)

=

∫ 1

0

(f(z + th)− f(z)) dt

f(z)の連続性から，任意の ε > 0に対して，δ > 0が存在して，|h| < δに対

|f(z + th)− f(z)| < ε

よって， ∣∣∣∣F (z + h)− F (z)
h

− f(z)
∣∣∣∣ ≦ ∫ 1

0

|f(z + th)− f(z)| dt ≦ ε

∴ F ′(z) = f(z) (z ∈ D)

よって，F (z)はDの各点で複素微分可能かつF ′(z)は連続である．こうして，F (z)
は正則関数．正則関数の導関数もまた正則ゆえ，f(z)はDで正則になる．

レポート 2. 正則関数列 {fn(z)} ⊂ O(D)の広義一様収束極限 lim
n→∞

fn(z) = f(z)は
Dで正則である．
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概略. Dに相対コンパクトに含まれる開円板∆に対し，fn(z)は∆上 f(z)に一様
収束する．また，γを∆内の任意の単純閉曲線とすれば，コーシーの積分定理か
ら
∫
γ

fn(z) d = 0である．γ上で一様収束するので

0 = lim
n→∞

∫
γ

fn(z) dz =

∫
γ

(
lim
n→∞

fn(z)
)
dz =

∫
γ

f(z) dz

より，モレラの定理を適用すれば f(z)は開円板∆で正則である．開円板∆の任
意性から，結果的に f(z)はDの各点（の近傍）で正則であることがわかる．
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10 コンパクトリーマン面上の解析的コホモロジー群の
有限次元性

10.1 解析的コホモロジー群 H1(U,O)

X をリーマン面（必ずしもコンパクトではない）とする．U = {Ui}i∈I をX の
開被覆（an open covering）とする．即ち，各 UiはXの開集合で，X =

⋃
i∈I

Ui.

• O(U):開集合 U ⊂ X上の正則関数全体のなすC代数（C-algebra）

• O(∅) = {0}

• C1(U,O) = {(gij)i,j∈I | gijO(Ui ∩ Uj) for all i, j ∈ I}

• Z1(U,O) = {(gij ∈ C1(U,O) : gij + gjk = gik on Ui ∩ Uj ∩ Uk for all i, j, k ∈ I}，
但し，Ui ∩ Uj ∩ Uk = ∅の時は条件は空である．

• C0(U,O) = {(gi)i∈I : gi ∈ O(Ui)}

• δ : C0(U,O) −→ C1(U,O)を

δ ((gi)i∈I) = (gij)i,j∈I =
(
gi|Ui∩Uj

− gj|Ui∩Uj

)
= {(gi − gj)i,j∈I}

• B1(U,O) = δ (C0(U,O)) ⊂ Z1(U,O)

注意 27. C0(U,O), Z1(U,O), C1(U,O), B1(U,O)はC上のベクトル空間で，δはC
上の線形写像である．

定義 33. C上の商空間Z1(U,O)/B1(U,O)をO-係数の第 1コホモロジー群（第 1

解析的コホモロジー群）という．

注意 28. H1(U,O)はC上のベクトル空間である．

10.2 開被覆の細分から誘導されるコホモロジー群の準同型写像
V = {Vα}α∈ΛをXのもう一つの開被覆とする．そのとき，

定義 34. Vが Uの細分（a refinement）であるとは，写像 τ : Λ −→ I が存在し，
Vα ⊂ Uτ(α)がすべての α ∈ Λについて成立するとき．この写像 τ を細分写像と
いう．
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細分写像 τ : Λ −→ Iはコホモロジー群の間のC-線形写像：

τ ∗ : H1(U,O) −→ H1(V,O)

を誘導する．τ ∗は次で与えられる：

ξ = (gij)i,j∈I ∈ C1(U,O)をとる．線形写像 τ̃ : C1(U,O) −→ C1(V,O)を

τ̃(ξ) = {(hαβ)}α,β∈Λ = {gτ(α)τ(β)|Vα∩Vβ
}α,β∈L

で定義する．そのとき，

• τ̃ (Z1(U,O)) ⊂ Z1(V,O)

• τ̃ (B1(U,O)) ⊂ B1(V,O)

このことから，誘導写像

τ ∗ : H1(U,O) −→ H1(V,O)

を得る．このとき，τ ∗は線形写像である．

注意 29. (gij)i,j∈Iならば，gii = 0, gij = −gjiが全ての i, j ∈ Iで成立する．実際，
gij + gjk = gikより，i = j = kとおけば，2gii = giiなので，gii = 0.一方，i = k

とおけば，gij + gji = gii = 0より gij = −gjiを得る．

命題 20. U = {Ui}i∈I およびV = {Vα}α∈ΛをXの２つの開被覆とし，さらに，V

は Uの細分であると仮定する．τ : Λ −→ Iを細分写像，即ち，Vα ⊂ Uτ(α)が全て
の α ∈ Λに対して成立している，とする．そのとき，

τ ∗ : H1(U,O) −→ H1(V,O)

は単射である．

Proof. ξ = (gij)ij∈I ∈ Z1(U,O)を [ξ] ∈ H1(U,O)の代表元とし，τ ∗([ξ]) = 0と
する．[ξ] = ξ + B1(U,O)かつ τ̃ ((B1(U,O)) ⊂ B1(V,O)ゆえ，τ ∗([ξ]) = 0は
τ̃(ξ) ∈ B1(V,O)を意味する．よって，{hα}α∈Λ ∈ C0(V,O)が存在し，

τ̃(ξ) = τ̃ ((gij)i,j∈I)

= {gτ(α)τ(β)}α,β∈Λ = {gτ(α)τ(β)|Vα∩Vβ
}α,β∈Λ

= {hα − hβ}α,β∈Λ ∈ δ
(
C0(V,O)

)
= B1(V,O)
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即ち，
gτ(α)τ(β) = hα − hβ on Vα ∩ Vβ

今，i ∈ Iおよびx ∈ Uiとする．VはXの開被覆であるので，x ∈ VαとなるVα ∈ V

が存在する．そこで，
gi(x) = hα(x)− gτ(α)i(x)

と定義する．

gi(x)の表示は αの取り方に依らない．実際，x ∈ Vα ∩ Vβなる βをとる．

giτ(α)i(x) + giτ(αβ)(x) = gτ(α)τ(β)(x) on x ∈ Ui ∩ Vα ∩ Vβ

より

hα(x)− gτ(α)i(x)− hβ(x) + gτ(β)i(x)

= −hβ(x) + hα(x)− gτ(α)i(x)− giτ(β)(x)

= −hβ(x) + hα(x)− gτ(α)τ(β)(x)

= 0

から分かる．よって，gi ∈ O(Ui). 今，x ∈ Ui ∩ Ujと仮定する．x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Vα
なる α ∈ Λを選ぶ．

gi(x)− gj(x) = hα(x)− gτ(α)i(x)− hα(x) + gτ(α)j(x)

= giτ(α)(x) + gτ(α)j(x) = gij(x)

こうして，
{(gij)ij}i,j∈I ∈ δ

(
C0(U,O)

)
= B(U,O)

このことは，[ξ] = 0を意味する．
注意 30. (1) τ ∗はU, Vにのみ依存する．つまり，σ, τ : Λ −→ Iを細分写像，即

ち，任意の Vα ∈ Vに対し，

Vα ⊂ Uσ(α)τ(α) = Uσ(a) ∩ Uτ(a)

ならば，τ ∗ = σ∗である．
実際，k : Cp+1(U,O) k−→ Cp(V,O)を，

k(f)|α0α1···αp =

p∑
j=0

(−1)jfσ(α0)···σ(αj)τ(αj)···τ(αp)

その時，δ ◦ k + k ◦ δ : Cp(U,O) −→ Cp(V,O)を得る．

80



補題 9.

δ ◦ k + k ◦ δ = τ̃ − σ̃

注意 31. 特に，δf = 0ならば，f ∈ Zp(U,O)であり，δ(k(f)) = τ̃(f)−σ̃(f) ∈
Bp(V,O).よって，

[τ̃(f)]− [σ̃(f)] = 0 ∈ Hp(V,O)

σ∗([f ]) = [σ̃(f)]に注意すれば，結果的に，σ∗ = τ ∗を得る．こうして，Vを
Uの細分とするとき，準同型写像 τ ∗ : Hp(U,O) −→ Hp(V,O)は細分写像
τ : Λ −→ I の取り方に依らずに，U,Vだけに依存する．このことから，τ ∗
を

ρUV : Hp(U,O) −→ Hp(V,O)

と書く．

補題 9の証明を p = 1のときに示す．f ∈ C1(U,O)をとる．

(δ(kf) + k(δf))αβ = (kf)β − (kf)α + (δf)σ(α)τ(α)τ(β) − (δf)σ(α)σ(β)τ(β)

= fσ(β)τ(β) − fσ(α)τ(α)

+ fτ(α)τ(β) − fσ(α)τ(β) + fσ(α)τ(α)

− fσ(β)τ(β) + fσ(a)τ(β) − fσ(α)σ(β)

= fτ(α)τ(β) − fσ(α)σ(β)

= τ̃(f)|αβ − σ̃(f)|αβ

∴ δ ◦ k + k ◦ δ = τ̃ − σ̃.

(2) τ ∗ := ρUV : H1(U,O) −→ H1(V,O) は単射である．
実際，[f ] ∈ H1(U,O)をとる．今，f = {(fij)i,j∈I} ∈ Z1(U,O)を [f ]の代表
元とする．そのとき，[f ] = [f +B1(U,O)]．τ ∗([f ]) = 0とする．そのとき，

τ̃(f) ∈ B1(V,O) = δ
(
C0(V,O)

)
を得る．よって，h = {(hα)}α∈Λ ∈ C0(V,O)が存在して，

τ̃(f)|αβ = fτ(α)τ(β) = δ(h)|αβ = hβ − hβ
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とを得る．各 Ui ∈ Uに対して，Ui =
⋃
α

(Ui ∩ Vα)である．そこで，

fα
i := fτ(α)i + hα

とおく．そのとき，

fα
i − f

β
i = fτ(α)i + hα − fτ(β)i − hβ

= −fτ(β)i − fiτ(α) + hα − hβ

= −fτ(β)τ(α) + hα − hβ

= fτ(α)τ(β) + hα − hβ

= 0

よって，fi := fα
i := fτ(α)i + hαは gi ∈ O(Ui)となる．

fj − fi = fτ(α)j + hα −
(
fτ(α)i + hα

)
= fτ(α)j − fτ(α)i

= fτ(α)j + fiτ(α)

= fiτ(α) + fτ(α)j

= fij

よって，[f ] = 0を得る．こうして，τ ∗は単射である．

(3) 定義と命題20は形式的ゆえ，この論法は任意の複素多様体に対して応用可能．

定義 35. Xをリーマン面とし，U ⊂ Xを開集合とする．

(a) 　 U が平面領域（planar）とは，ある平面領域Ω ⊂ Cおよびは解析同型

φ : U
∼−→ Ω

が存在するとき．

(b) U が解析的円板であるとは，解析的同型

φ : U
∼−→ D(0, R) = {z ∈ C : |z| < R}

が存在するとき．
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次の定理は，ミッタグ・レフラーの定理と言われるものである：

補題 10. UをX内の平面領域とすると，Uの任意の開披腹Uに対し，H1(U,O) = 0.

即ち，∀(gij)i.j∈I ∈ Z1(U,O)ならば，∃(gi)i∈I ∈ C0(U,O)が存在して，gij(x) =

gi(x)− gj(x)が x ∈ Ui ∩ Ujに対し成立．

定理 15 (Leray’s Theorem). Xをリーマン面とし，U = {Ui}i∈IをXの開被覆で，
特に，各Uiは平面領域と仮定する．V = {Vα}α∈ΛをUの細分で，τ : Λ −→ Iを各
α ∈ Λに対し，Vα ⊂ Uτ(α)をみたすものとする．そのとき，誘導写像

τ ∗ : H1(U,O) −→ H1(V,O)

は同型写像である．

Proof. 注意 24-(2)より，τ ∗ の全射性を示せばよい．[g] ∈ H1(V,O)をとる．そ
のとき，g = (gαβ)αβ ∈ Z1(V,O)を [g]の代表元とする．各 i ∈ I に対し，Ui =⋃
α∈Λ

(Ui ∩ Vαゆえ，UiV = {Ui ∩ Vα}α∈ΛはUiの開被覆である．各，Ui ∩ Vαは平面

領域である．
g
(i)
αβ = gαβ|Ui∩Vα∩Vβ

とおく．そのとき，(g
(i)
αβ)α,β∈Λ ∈ Z1(Ui ∩ V,O)である．Ui は平面領域なので，

H1(Ui ∩V,O) = 0である．よって，∃{f (i)
α }α ∈ O(Ui ∩V)が存在し，

f
(i)
β − f

(j)
α = g

(i)
αβ on Ui ∩ Vα ∩ Vβ

を得る．Ui ∩ Uj ∩ Vα ∩ Vβ ⊂ Vα ∩ Vβゆえ，

g
(i)
αβ = g

(j)
αβ = gαβ on Ui ∩ Uj ∩ Vα ∩ Vβ

即ち，
f
(i)
β − f

(i)
α = f

(j)
β − f

(j)
α on Ui ∩ Uj ∩ Vα ∩ Vβ

よって，任意のα, β ∈ Lに対し，fij := f
(i)
α − f (j)

α = f
(j)
β − f

(j)
β は fij ∈ O(Ui ∩Uj)

となる．

• f = (fij)i,j∈I ∈ Z1(U,O).
(∵) x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Ukに対し，x ∈ Vαなる α ∈ Λを選ぶ．そのとき，

fij(x) + fjk(x) =
(
f (i)
α (x)− f (j)

α (x)
)
+
(
f (j)
α (x)− f (k)

α (x)
)

= f (i)
α (x)− f (k)

α (x)

= fik(x)
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今，Vα ⊂ Uτ(α)より，

hα := f τ(α)
α ∈ O(Uτ(α) ∩ Vα) = O(Vα)

よって，h = {hα}α∈Λ ∈ C0(V,O).そのとき，次を得る：

gαβ = −fτ(α)τ(β) + hα − hβ

実際，

fτ(α)τ(β) − hα + hβ = = f (τ(α))
α − f (τ(β))

α − f (τ(α))
α + f

(τ(β))
β

= −
(
f (τ(β))
α − f (τ(β))

β

)
= −g(τ(β))αβ

= −gαβ on Vα ∩ Vβ

よって，τ̃(−f)αβ = fτ(α)τ(β) = gαβ + hβ − hα．また，hβ − hα ∈ δ(h) ∈ B1(V,O)
より，

τ ∗(−[f ]) = [τ̃(−f)] = [{gαβ} + {hβ − hα}] = [{gαβ}] = [g] ∈ H1(V,O)

今，f ∈ Z1(U,O)ゆえ，[f ] ∈ H1(U,O). こうして，τ の全射性が示された．以上
により，証明は完結する．

系 6. U1およびU2をリーマン面Xの平面領域からなる開被覆とする．そのとき，
Cベクトル空間H1(U1,O)とH1(U2,O)は同型である．

Proof. U1と U2両方の細分Vが存在することを示せば

H1(U1,O) ∼= H1(V,O) ∼= H1(U2,O)

を得る．
実際，V = U1 ∩ U2 = {Wiα := Ui ∩ Vα}(i,α)∈I×Λとおく．X =

⋃
(i,α)∈I×Λ

(Ui ∩ Vα)

なので Vは X の開被覆である．τi : I × Λ → I をWiα ⊂ Uτ(i,α) = Ui．一方，
τα : I × Λ→ ΛをWiα ⊂ Vτα(i, α) = Vαで与える．

注意 32. VがUの細分であるとき，U ≦ Vと書く．細分の列U ≦ V ≦ Wに対し，

Hp(U,O) ρUV−→ Hp(V,O) ρVW−→ Hp(W,O)

細分写像をΣ
σ→ Λ

τ→ Iとし，任意のWa ∈W, Vα ∈ Vに対し，Wa ⊂ Vσ(a), Vα ⊂
Uτ(α).λ = τ ◦ σ : Σ→ I : λ(a) = τ(σ(a))で定義する．U ≦ VかつV ≦ Uのとき，
U ∼ V（同値）という．そのとき，Hp(U,O) ∼= Hp(V,O)を得る．更に，
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(1) ρUU = id

(2) ρUV ◦ ρVW = ρUW

定義 36. Uを複素多様体（リーマン面）Xの開被覆とする．

Hp(X,O) := dir.lim.UH
p(U,O)

をXのO係数の p次コホモロジー群という．

注意 33.
⋃
U

Hp(U,O)（disjoint union）とし，

ρU,V : Hp(U,O) −→ Hp(V,O)

を制限写像とする．コホモロジー類 [f ] ∈ Hp(U,O), [g] ∈ Hp(V,O)に対し，

[f ] ∼ [g]
def.⇐⇒ ∃W < U,W < V ; ρU,W([f ]) = ρV,W([g]) in Hp(W,O).

このとき，関係 ” ∼ ”は同値関係である．この同値関係による商集合が

Hp(X,O) = dir.lim.UH
p(U,O)

こうして，任意の開被覆 Uに対して，全射準同型写像

ρU,X : Hp(U,O) −→ Hp(X,O)

を得る．特に，H0(U,O) ∼= H0(X,O) = Γ(X,O).

10.3 H1(U,O)の有限次元性
Xをコンパクトリーマン面とし，U = {Ui}ı∈IをM の開被覆とする．各Uiの局

所座標を zj = xj + iyj とする．簡単のため Uj = {zj ∈ C : |zj| < 1}とする．X
はコンパクトより，実際は，I は有限集合としてよい．今，V = {Vα}α∈Λを Uの
細分とする．H1(U,O) −→ H1(V,O)は単射より，dimCH

1(V,O) <∞を示せば
よい．今，0 < r < 1とし，Uj(r) = {zj ∈ C : |zj| < r}とおく．

Uj =
⋃

0<r<1

Uj(r)
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より，
X =

⋃
i∈I

Ui =
⋃
i∈I

( ⋃
0<r<1

Ui(r)

)
.

Xはコンパクトで Iは有限集合より，∃r0 < 1が存在し，

X =
⋃
i∈I

Ui(r0)

を得る．r0 < rなる任意の r > 0に対し，U(r) = {Ui(r)}i∈I はXの一つの開被覆
である．

Z1
b (r) =

{
(fij)i,j∈I ∈ Z1(U(r),O) sup

x∈Ui(r)∩Uj(r)

|fij(x)| <∞ for all i.j ∈ I

}

とおく．また，ξ = (fij)i,j∈I ∈ Z1
b (r)に対し，

‖ξ‖ := ‖ξ‖r = max
i,j∈I

sup
x∈Ui(r)∩Uj(r)

|fij(x)|

は Z1
b (r)上のノルムを定義し，Z1

b (r)はこのノルムに関してバナッハ空間になる．
実際，ノルムになることは容易に確かめられる．バナッハ空間であることは，任
意の i, j ∈ Iに対して，O (Ui(r) ∩ Uj(r))がバナッハ空間になることから分かる．

B1
b (r) = Z1

b (r) ∩ B1(U(r),O)

および
C0

b (r) =

{
(fi)i∈I ∈ C0(U(r),O) sup

x∈Ui(r)

|fi(x)| <∞

}
とおく．η = (fi)i∈I ∈ C0

b (r)のとき，

‖η‖ = ‖η‖r = max
i∈I

sup
x∈Ui(r)

|fi(x)| <∞

とおくと，C0
b (r)もまた，バナッハ空間である．

補題 11. δ : C0(U(r),O) −→ B1(U(r),O)をコバウンダリー作用素

{δ((fi)i∈I) = (fi − fj)i,j∈I)}

とすると，
δ−1

(
B1

b (r)
)
= C0

b (r)
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Proof. (fi)i∈I ∈ δ−1 (B1
b (r))をとると，(fi)i∈I ∈ C0(U(r),O). そのとき，

δ((fi)i∈I) = {(fi − fj)i,j∈I} ∈ B1
b (r)

そこで，
Mij := sup

x∈Ui(r)∩Uj(r)

|fi(x)− fj(x)| <∞ for all i, j ∈ I

とおく．Ui(r)は Uiの相対コンパクト部分集合ゆえ，任意の a ∈ ∂U(r)に対し，a
の近傍 V が存在して，

sup
x∈V ∩Ui(r)

|fi(x)| <∞

を示せば，有限被覆性から
sup

x∈Ui(r)

|fi(x)| <∞

を得る．こうして，(fi)i∈I ∈ C0
b (r). 今，任意に a ∈ ∂U(r)をとる．このとき，

a ∈ Uj なる j ∈ I を選ぶ．aの Uj(r)に於ける相対コンパクト近傍を V とする．
x ∈ V ∩ Ui(r) ⊂ Uj(r) ∩ Ui(r)に対し，fi(x) = fi(x)− fj(x) + fj(x)なので，

sup
x∈V ∩Ui(r)

|fi(x)| ≦Mij + sup
x∈V
|fj(x)| <∞

実際，V ⊂ Uj(r)はコンパクトで fj ∈ O(Uj(r))より最大絶対値の定理から分かる．

補題 12. r0 < r < 1に対し，dimCZ
1
b (r)/B

1
b (r) <∞

Proof. r < ρ < 1を選ぶ．Leray’s theoremより，U(r)がUの細分であることに注意
すればZ1(U,O)/B1(U,O) = H1(U,O) ∼= H1(U(r),O) = Z1(U(r),O)/B1(U(r),O)
であった．よって，

Z1(U,O)⊕ C0(U(r),O) −→ Z1(U(r),O)

を
(∗) ((fij)i,j∈I , (gi)i∈I) 7→ (fij|Ui(r) ∩ Uj(r))i,j∈I + δ ((gi)i∈I)

で定義すれば全射である．今，f ∈ O(Ui ∩ Uj)は Ui(ρ) ∩ Uj(ρ)上有界なので，
Z1(U,O) −→ Z1

b (ρ)は全射である．(∗)と同じ形で定義される写像：

Z1
b (ρ)⊕ C0(U(r),O) −→ Z1(U(r),O)
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もまた全射である．補題 11から δ (C0
b (r)) = Z1

b (r)．よって，

u ((fij)i,j∈I , (gi)i∈I) = (fij|Ui(r) ∩ Uj(r))i,j∈I + δ ((gi)i∈I)

で与えられる写像
u : Z1

b (ρ)⊕ C0
b (r) −→ Z1

b (r)

は全射である．また，
v : Z1

b (ρ)⊕ C0
b (r) −→ Z1

b (r)

を
v ((fij)i,j∈I , (gi)i∈I) = (−fij|Ui(r) ∩ Uj(r))i,j∈I

で定義すれば，Ui(r) ∩ Uj(r)がUi(ρ) ∩ Uj(ρ)の相対コンパクト部分集合より，モ
ンテルの定理から，vはコンパクト連続線形写像である．また，

(u+ v) ((fij)i,j∈I , (gi)i∈I) = δ ((gi)i∈I)

を得る．δ(C0
b (r)) = B1

b (r)より，

dimCZ
1
b (r)/(u+ v)

(
Z1

b (ρ)⊕ C0
b (r)

)
= dimCZ

1
b (r)/B

1
b (r) <∞

が Schwartzの定理（定理 11）から分かる．

補題 13. dimCH
1(U(r),O) <∞

Proof. τ : I −→ Iを恒等写像とする．Lerayの定理より，

τ ∗ : H1(U,O) −→ H1(U(r),O)

は全射．
α : H1(U,O) −→ Z1

b (ρ)/B
1
b (ρ)

をZ1(U,O) 3 (fij)i,j∈I 7→ (fij|Ui(ρ) ∩ Uj(ρ))i,j∈I によって定まる写像とし，

β : Z1
b (ρ)/B

1
b (ρ) −→ H1(U(r),O)

をZ1
b (r) 3 (fij)i,j∈I 7→ (fij|Ui(r)∩Uj(r))i,j∈Iで定める．明らかに，τ ∗ = β ◦αであ

る．τ ∗が全射より，βも全射．よって，∞ > dimCZ
1
b (ρ)/B

1
b (ρ) ≧ dimCH

1(U(r),O).
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最後に，H1(U,O) −→ H1(U(r),O)は単射なので，

dimCH
1(U,O) ≦ dimCH

1(U(r),O) <∞.

こうして，

定理 16. Xをコンパクトリーマン面とし，UをXの開被覆とする．そのとき，

dimCH
1(U,O) <∞.

特に，dimCH
1(X,O) <∞.

Bye-Bye
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