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1 複素数と複素数列
1.1 虚数単位 i =

√
−1

(1) i2 = −1 =⇒ i は２次方程式 x2 + 1 = 0 の一つの解

(2)
1

i
= −i.

(3) a ∈ Rとする．x2 + a2 = 0 ⇐⇒ x = ±a i

1.2 複素数
C = {x+ y i | x, y ∈ R} = R + iRを複素数の集合という．z = x +

yi (x, y ∈ R)の形の数を複素数という．複素数 z = x+ yiに対して，

(1) z = x+ yi = 0
def⇐⇒ x = y = 0

(2) z = x− yiを zの共役複素数という．

(3)

|z| =
√
z · z =

√
x2 + y2 ≧ 0

を zの絶対値という．

(4) z = x+ yi 6= 0 =⇒ 1

z
=

x− yi

x2 + y2
=

z

|z|2

(5)

cos θ =
x√

x2 + y2
, sin θ =

y√
x2 + y2

となる θ (0 ≦ θ < 2π)を zの偏角 (argument)といい，

θ = Arg z
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にて表す．θは 0 ≦ θ < 2πに於いて一意的に定まる．

arg z = Arg z + 2πn (n ∈ Z)

を一般偏角という．

(6) z = x+ y i 6= 0とする．

z = x+ y i =
√

x2 + y2

(
x√

x2 + y2
+

y√
x2 + y2

i

)
= |z| (cos θ + i sin θ)

= |z|eiθ = |z|eiArg z

これを，zの極形式という．特に，

z = |z|eiArg z = |z|ei arg z

が成立する．

命題 1.1. (1) Arg(z · w) = Arg z +Argw.

(2) Arg
z

w
= Arg z −Argw.

(3) Arg z = 0 for ∀z ∈ R , Arg i =
π

2

1.3 複素数列および数列の和
{cn}n≧1 ⊂ Cを複素数列とし，cn = an + ibn (an.bn ∈ R)とおく．

定義 1.1. 複素数列 {cn}n≧1が収束するとは，{cn}n≧1がコーシー列であ
るとき，即ち，任意に ϵ > 0をとれば，ある自然数N = N(ϵ)が存在して，
m,n ≧ N なる全ての整数m,nに対して，|cm − cn| < ϵが成り立つとき
をいう．

注意 1.1. cn = an +
√
−1bn (an, bn ∈ R)とおく．

{cn}n≧1 がコーシー列
m

{an}n≧1, {bn}n≧1 が共にコーシー列．実際，

|am − an|, |bm − bn| ≦ |cm − cn|
=

√
|am − an|2 + |bm − bn|2|

≦ |am − an|+ |bm − bn|
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より分かる．実数の完備性より，コーシー列は収束する．よって，lim
n→∞

an = a , lim
n→∞

bn = b

となる実数 a, b ∈ Rがそれぞれ唯一つ存在する．従って，

lim
n→∞

cn = a+
√
−1 b = a+ b i =: c

定義 1.2. (1) 複素無限数列の和
∞∑
n=1

cnが収束するとは，その部分和を

Sn =

n∑
k=1

ckとするとき，

∞∑
n=1

cn
def.
= lim

n→∞
Sn = S < ∞

(2) 複素無限数列の和
∞∑
n=1

cnが絶対収束するとは

∞∑
n=1

|cn| < +∞

注意 1.2.

∞∑
n=1

cnが収束すれば，
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

cn

∣∣∣∣∣ ≦
∞∑
n=1

|cn|

問題 1.1. 複素数列 {αn}n≧1, {βn}n≧1 ⊂ Cに対して，
∞∑
n=1

(αn + βn) =

∞∑
n=1

αn +

∞∑
n=1

βn

が成り立つかどうか検証せよ．

2 複素平面と複素領域
2.1 複素平面 C

写像
φ : C −→ R2 : z = x+ y i 7→ (x, y) = φ(z)

は R-線形同値写像である． z = x+ y i, w = u+ v iとおく．
(1) φ(z + w) = (x+ u, y + v) = (x, y) + (u, v) = φ(z) + φ(w)

(2) ∀a ∈ Rに対して，φ(az) = (ax, ay) = a · (x, y) = aφ(z)
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2.2 Cの位相
R2の部分集合

Bϵ(a, b) := {(x, y) ∈ R2 : (x− a)2 + (y − b)2 < ϵ2}

を点 (a, b)を中心とする，半径 ϵ > 0の開円板という．
注意 2.1. α = a+ bi, z = x+ y iとおく．

D(α; ϵ) := φ−1 (Bϵ(a, b)) = {z ∈ C : |z − α| < ϵ} ⊂ C

を α ∈ C中心，半径 ϵ > 0の（複素）開円板という．
次に，R2の部分集合族

UR2 :=
{
U ⊂ R2 : (a, b) ∈ U =⇒∃ ϵ > 0 ; Bϵ(a, b) ⊂ U

}
を考える．その時，UR2 :は次を満たす：
(T1) ∅,R2 ∈ U

(T2) U, V ∈ U =⇒ U ∩ V ∈ U

(T3) Uλ ∈ U , (λ ∈ Λ) =⇒
⋃

λ∈Λ Uλ ∈ U

定義 2.1. (1) 部分集合 U ⊂ R2が開集合 def.⇐⇒ U ∈ U.

(2) 部分集合A ⊂ R2が閉集合 def.⇐⇒ 補集合 R2 −A ∈ U

R2には UR2 の元を開集合とする位相が入る．即ち，(R2,UR2)は　位相空
間である．そこで，Cの部分集合族

VC := φ−1 (UR2)

とおく．そのとき，

VC =
{
W := φ−1(U) : ∀α ∈ W ; ∃ϵ > 0 ,D(α; ϵ) ⊂ W

}
を得る．VCは上記の性質 (T1),(T2),(T3)をもつ．このVCの元W を C
の開集合という．即ち，複素数の集合 CにはVC の元を開集合とする位
相が入り，この位相のもと，

φ : C ∼= R2

は位相同型である．こうして，

(C,VC)
位相同型∼= (R2,UR2)

である．この位相が備えた集合 Cを複素平面または C-平面という．
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2.3 （複素）平面領域
定義 2.2. 複素平面の部分集合 Ω ⊂ C が領域であるとは

(1) Ωは Cの開集合である．

(2) Ωは Cで連結である，即ち，開集合 Ω1,Ω2 ⊂ Cに対し，

Ω = Ω1 ∪ Ω2,　Ω1 ∩ Ω2 = ∅

ならば，Ω1 = Ω (Ω2 = ∅) または Ω2 = Ω (Ω1 = ∅).

例 2.1. 開円板 D(α : r)は複素平面 Cの領域である．

2.4 複素関数
複素平面内の領域 Ω ⊂ Cから複素平面 Cへの写像

f : Ω −→ C ; z 7→ f(z)

を複素関数という．正確には複素変数複素数値関数という．

定義 2.3. Ω ⊂ Cを領域とする．そのとき，Ω上の複素関数 f : Ω −→ C
が連続であるとは, 次の同値な条件を満たす時：

(1) f : Ω −→ Cは連続写像，即ち，任意の開集合 U ⊂ Cに対して，そ
の逆像 f−1(U) ⊂ Ωが Ωの開集合である．

(2) f(z)は Ωの各点 ∀α ∈ Ωで連続，即ち，任意の ϵ > 0に対して，正
の数 δ = δ(α, ϵ)が存在し，|z − α| < δなる全ての z ∈ Ωに対して
|f(z)− f(α)| < ϵ が成立する．

このとき，
lim
z→α
z∈Ω

f(z) = f(α)

と書く．

注意 2.2. f : Ω −→ Cが連続写像とする．任意の ϵ > 0をとる．そのと
き，w0 = f(α)中心の開円板（開集合）

D(w0; ϵ) = {w ∈ C : |w − w0| < ϵ}

に対し f−1(D(w0; ϵ)) ⊂ Ωは Ωの開集合．α ∈ f−1(D(w0; ϵ)であるから，
α中心のある半径 δ > 0の開円板 D(α; δ)で

∃D(α; δ) ⊂ f−1(D(w0; ϵ)) ⇐⇒ f(D(α; δ)) ⊂ D(w0; ϵ)
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となるものが存在する．よって，任意の z ∈ D(α; δ) ∩ Ωに対し，f(z) ∈
D(w0; ϵ). 即ち，

|f(z)− f(α)| = |f(z)− w0| < ϵ

こうして，(1) =⇒ (2)が示された．
注意 2.3 (相対位相). Ω ⊂ Cを開集合とする．
(1) 部分集合 D ⊂ Ωが Ωの開集合とは，Cの開集合 U ⊂ Cが存在し

D = U ∩ Ω

(2) 部分集合 F ⊂ Ωが Ωの閉集合とは，Cの閉集合 A ⊂ Cが存在し
F = A ∩ Ω

3 複素関数の微分学
3.1 複素微分可能性
複素平面 C上の領域 Ω ⊂ Cで定義された複素関数

f : Ω −→ C

（または，複素関数 f(z) ; z ∈ Ω）を考える．
z = x+ y i (x, y ∈ R)

f(z) = f(x+ y i) = u(x, y) + i v(x, y)

但し，u(x, y), v(x, y)はΩ上で定義された実数値関数，即ち，u, vはΩか
ら Rへの写像
u, v : Ω −→ R : x+ y i 7→ u(x, y), v(x, y)

である．
定義 3.1. f(z)が α ∈ Ωで複素微分可能であるとは，

lim
z→α
z∈Ω

f(z)− f(α)

z − α
= A (有限確定な複素数値)

この有限確定値Aを f ′(α)で表す．
注意 3.1. 有限確定な複素数値とは，有限な複素数として唯一つの値が確
定するということ．

g(z) =
f(z)− f(α)

z − α

とおく.そのとき，
lim
z→α
z∈Ω

g(z)

が極限値をもつ（収束する），即ち，zが aに近づく近づき方によらずに，
有限確定値A = f ′(α)に近づくということ．
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3.2 Cauchy-Riemannの関係式
(∗) z = x+ y i , α = a+ b i,

(∗) f(z) = u(x, y) + i v(x, y) , f(α) = u(a, b) + i v(a, b)

とおく．そのとき，

f(z)− f(α) = u(x, y)− u(a, b) + i (v(x, y)− v(a, b)) .

また，z → αの近づき方（ともに z → α）によらずに極限値が存在する
ので，

z = x+ b i → α = a+ b i ⇐⇒ x → a

z = a+ i y → α = a+ b i ⇐⇒ y → b

の２つの近づき方に対しても同じ極限値 f ′(α)を得る．

f ′(α) = lim
z→α
z∈Ω

f(z)− f(α)

z − α

= lim
x→a

u(x, y)− u(a, b)

x− a
+ i lim

x→a

v(x, y)− v(a, b)

x− a

=
∂u

∂x
(a, b) + i

∂v

∂x
(a, b)

= lim
y→b

u(x, y)− u(a, b)

i (y − b)
+ i lim

x→a

v(x, y)− v(a, b)

i(y − b)

= −i
∂u

∂y
(a, b) +

∂v

∂y
(a, b) =

∂v

∂y
(a, b)− i

∂u

∂y
(a, b)

特に，
∂u

∂x
(a, b) =

∂v

∂y
(a, b) ,

∂v

∂x
(a, b) = −∂u

∂y
(a, b) 　

が成立する．これを z = αでのCauchy-Riemannの関係式という．

3.3 複素微分作用素
微分作用素 

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
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を考える．Cauchy-Riemannの関係式より，z = αで f(z)が複素微分可
能ならば，

∂f

∂z
(α) = f ′(α)

∂f

∂z
(α) = 0

同値⇐⇒ ∂f

∂z
(α) =

∂f

∂x
(α) · · · · · · (#)

を得る．上記の第２式 (#)は Cauchy-Riemannの関係式と同値．

定義 3.2. f(z)は領域Ω ⊂ C上で定義された複素関数とする．そのとき，
(1) f(z)が正則であるとは，f(z)が Ωの各点 α ∈ Ωで複素微分可能であ
るときをいう．

(2) f(z)が z = α ∈ Ωで正則であるとは，α中心の開円板 D(α; δ) ⊂ Ωが
存在して f(z)は D(α; δ)で正則であるときをいう．

問題 3.1. f(z) = |z|2 は z = 0で複素微分可能か？ また，z = 0で正
則か？

4 複素微分の性質
4.1 C1-級の複素関数
複素平面 C上の領域 Ωで定義された複素関数

f(z) = u(x, y) + i v(x, y)

が C1-級（f(z) ∈ C1(Ω)と書く事もある）であるとは，

u(x, y), v(x, y),
∂u

∂x
(x, y),

∂u

∂y
(x, y),

∂v

∂x
(x, y),

∂v

∂y
(x, y)

が Ω上の (x, y)の実数値関数として Ωで連続のときをいう．

注意 4.1. 領域 Ω ⊂ C で正則な関数 f(z) = u(x, y) + i v(x, y) につい
て，u(x, y), v(x, y)は全微分可能，従って，偏微分可能であり連続である．
実際，

lim
z→α

f(z)− f(α)

z − α
= f ′(α) = A+B i

より，
φ(z) =

f(z)− f(α)

z − α
− f ′(α)
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とおくと， lim
z→α

φ(z) = 0．即ち，任意の ϵ > 0に対し ∃δ > 0が存在して，
0 < |z − α| < δを満たす z ∈ Ωに対し，|φ(z)| < ϵが成立する.

λ(z) = (z − α)φ(z)

= f(z)− f(α)− (z − a)f ′(α)

= u(x, y)− u(a, b)−A(x− a) +B(y − b)

+ i [v(x, y)− v(a, b)−B(x− b)−A(y − b)]

一方，φ(z) = ∆1(x, y) + i∆2(x, y)とおく．

lim
x→a
y→b

∆i(x, y) = 0 (i = 1, 2)

λ(z) = ∆1(x, y)(x− a)−∆2(x, y)(y − b)

+ i [∆2(x, y)(x− a) + ∆1(x, y)(y − b)]

u(x, y)− u(a, b) = A(x− a)−B(y − b)

+ ∆1(x, y)(x− a)−∆2(x, y)(y − b)

v(x, y)− v(a, b) = B(x− a) +A(y − b)

+ ∆2(x, y)(x− a) + ∆1(x, y)(y − b)

今，

(∗) |∆1(x, y)(x− a)−∆2(x, y)(y − b)|

≦
√
∆2

1 +∆2
2

√
(x− a)2 + (y − b)2

(∗) |∆2(x, y)(x− a) + ∆1(x, y)(y − b)|

≦
√
∆2

1 +∆2
2

√
(x− a)2 + (y − b)2

より，u(x, y), v(x, y)の点 (a, b)での全微分可能性が示せる．よって，u(x, y), v(x, y)
は点 (a, b)で偏微分可能で，

A =
∂u

∂x
(a, b) =

∂v

∂y
(a, b)

B = −∂u

∂y
(a, b) =

∂v

∂x
(a, b)

逆に，次を得る：
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命題 4.1. f(z)は Ω ⊂ Cで定義された複素関数で，

z = x+ y i, α = a+ b i, f(z) = u(x, y) + i v(x, y)

とおく．このとき，u(x, y), v(x, y)が (a, b)で全微分可能でコーシー・リー
マンの関係式を満たすとき，f(z)は z = αで複素微分可能である．

注意 4.2. g(x, y)が (a, b)で全微分可能なら，g(x, y)は (a, b)で偏微分可
能であるが，∂g

∂x
,
∂g

∂y
は (a, b)で連続とは限らない，そのような g(x, y)の

例を挙げよ．

注意 4.3. u(x, y)が点 (a, b)の近傍で C1-級とすると，u(x, y)が (a, b)で
偏微分可能ならば，実は，(a, b)で全微分可能であることが従う．証明は
微積分の標準的な教科書に書いてある．

4.2 複素微分演算
f, g ∈ C1(Ω)とする．そのとき，次が成り立つ（証明せよ！）

(1)
∂(f · g)

∂z
= f · ∂g

∂z
+

∂f

∂z
· g

(2)
∂(f · g)

∂z
= f · ∂g

∂z
+

∂f

∂z
· g

(3)
∂f

∂z
=

∂f

∂z

(4)
∂(f · g)

∂z
=

∂f

∂z
· g + f · ∂g

∂z

(5)
∂(f · g)

∂z
=

∂f

∂z
· g + f · ∂g

∂z
=

∂f

∂z
· g + f · ∂g

∂z

(6)
∂f

∂z
=

∂f

∂z
,

∂f

∂z
=

∂f

∂z

(7)
∂2

∂z∂z
=

1

4

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
　（ラプラシアン）

例 4.1.
∂|z|2

∂z
= z,

∂|z|2

∂z
= z =⇒ ∂2|z|2

∂z∂z
= 1

問題 4.1.
∂2(1 + log |z|2)

∂z∂z
を計算せよ．
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5 複素曲線
Ω ⊂ Cを開集合とする．
定義 5.1. (1) 開集合Ω内の曲線（道）C ⊂ Cとは，実数直線Rの閉区

間 I = [a, b]から Ωへの連続写像

φ : I = [a, b] −→ Ω

のこと．または，その像 C = Cφ := φ(I) ⊂ Cを曲線と呼ぶことも
ある．また，φ : [a, b] −→ Ωを C の定義関数ということもある．

(2) α = φ(a)を C の始点 β = φ(b)を C の終点という．

(3) Ω内の２点 p, q ∈ Ωが Ω内の曲線 C で結べるとは，連続写像 φ :

[a, b] −→ Ωが存在し，φ(a) = p, φ(b) = qを満たすとき．ここに，
C = Cφ = φ([a, b])である．

(4) 曲線Cφ : φ : [a, b] −→ Cが閉曲線とは φ(a) = φ(b)(= p) を満たす
とき．このとき，C を pでのループという．

(5) Cφ, φ : [a, b] −→ Ω，Ω内の曲線とする．そのとき，t ∈ [a, b]に対
して，

φ(t) = φ1(t) + φ2(t) i , t ∈ [a, b]

とおいたとき，各 φi(t)は tの連続実数値関数である．
定義 5.2. 曲線 Cφ, φ : [a, b] −→ Ωが (a, b)で１対１かつ φ(a) = φ(b)を
満たすとき，C = Cφ = φ([a, b])を単純閉曲線 (Jordan 閉曲線)という．

例 5.1. 閉区間 [a, b] ⊂ R ⊂ Cは，線分

φ : [a, b] −→ C t 7→ t = φ(t) = z(t) = t+ 0 i

と見なせる．
例 5.2. (1) φ : [0, 2π] −→ C : t 7→ cos t + i sin tの像 C = φ([0, 2π])

は原点を中心とする半径１の円周である．

C :

x = cos t

y = sin t

時に，
C : z(t) = eit = cos t+ i sin t (0 ≦ t ≦ 2π)

と書くこともある．
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(2) 実数 a < b, c < dに対し連続写像 φ : [0, 1] −→ Cを

φ(t) =


{4(b− a)t+ a}+ ic (0 ≦ t ≦ 1

4)

b+ i{4(d− c)t+ 2c− d} (14 ≦ t ≦ 1
2)

{−4(b− a)t+ 3b− 2a}+ di (12 ≦ t ≦ 3
4)

a+ {−4(d− c)t+ 4d− 3c}i (34 ≦ t ≦ 1)

で定義すれば，この写像によって定義される曲線Cは点 a+ c i, b+

c i, b+ d i, a+ d iを頂点にもつ長方形の周をこの順番で反時計回り
（正の向きという）に回る閉曲線を表す．

定理 5.1 (Jordan曲線定理). 平面内の単純閉曲線 C : z(t) (a ≦ t ≦ b)

の補集合は互いに交わらない２つの領域からなり，Cはこれら２つの領域
の共通の境界である．
注意 5.1. ２つの領域の一方は有界，他方は非有界である．有界な方をC

の内部といい，非有界な方をCの外部という． Cの向きは有界な領域を
局所的に左に見る向きを正の向きという．
有限な長さをもつ単純閉曲線Cで囲まれる領域（有界な方）を [C]と書
く．D = [C]の境界は ∂D = Cである．特に，[C]の内部を (C)と書く事
もある．
定義 5.3. 複素曲線 φ : [a, b] −→ Ω ⊂ Cが区分的に滑らかな曲線である
とは，区間 [a, b]内の有限個の点

{t1, t2, . . . , tN} (t1 < t2 < . . . < tN )

を除いた任意の点
∀t ∈ [a, b]− {t1, t2, . . . , tN}

で φ(t)は C1-級かつ φ′(t) 6= 0である．
特に，t0 = a, tN = bとする．このとき，区間を

[t0, t1], . . . , [ti, ti+1], . . . , [tN−1, tN ]

に分割し，端点では φ(t)は微分可能ではないが，それ以外では C1-級とで
きる．
注意 5.2. 閉曲線 φ : [a, b] −→ Ω ⊂ Cが φ(a) = φ(b)で滑らかであると
は，十分小さな ϵ > 0に対し，

lim
ϵ→0

φ(a+ ϵ)− φ(a)

ϵ
= lim

ϵ→0

φ(b− ϵ)− φ(b)

−ϵ

のとき，この値を φ′(a) = φ′(b)で表わす．
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例 5.3. 円周 φ : [0, 2π] −→ C : t 7→ ei tについて，

lim
ϵ→0

φ(0 + ϵ)− φ(0)

ϵ
= lim

ϵ→0

ei ϵ − 1

ϵ
= i

lim
−ϵ→0

φ(2π − ϵ)− φ(2π)

−ϵ
= lim

ϵ→0

e−i ϵ − 1

−ϵ
= i

6 複素線積分
複素平面 C上に曲線 C : φ : [a, b] −→ Cを考える．

C : z(t) = φ(t), t ∈ [a, b]

と表す事もある．[a, b]の分割

∆ : a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b,

に対し，分割∆に無関係な定数 ∃M > 0があって，
n∑

k=1

|z(tk)− z(tk−1)| ≦ M

を満たすとき，C は長さをもつといい，

L(C) = sup
∆

n∑
k=1

|z(tk)− z(tk−1)|

を曲線 C の長さという．

L(C) :=

∫
C
|d z|

と書く．特に，z(t)が１階連続微分可能，即ち，z′(t)がC上連続ならば，
　

d z =
dz(t)

d t
d t

より，
L(C) =

∫
C
|d z| =

∫ b

a

∣∣∣∣dz(t)d t

∣∣∣∣ dt
を得る．

さて，C：z = z(t), t ∈ [a, b]を複素平面 C上の長さを持つ曲線とし，
f(z)を C 上で定義された複素連続関数とする．

∆ : a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b,
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を区間 [a, b]の任意の分割とする．　任意の ∀ξk ∈ [tk−1, tk]に対して，

S∆ =
n∑

k=1

f(z(ξk))(z(tk)− z(tk−1))

とおく．そのとき，

命題 6.1. 分割の分点の個数を増やし，

δ(∆) := max
1≦k≦n

(tk − tk−1) → 0

とならしめるようにすれば，S∆はある複素数に収束する，即ち，

lim
δ(∆)→0

S∆ < ∞ （収束する）.

問題 6.1. 命題 1の証明を調べよ．

定義 6.1. 上記の極限値

lim
δ(∆)→0

S∆ =

∫
C
f(z) dz

を f(z)の曲線 C に沿う複素線積分という．

上記の曲線 C に対し，z(a) = α, z(b) = βとおく．

例題 6.1. (1)

∫
C
dz = β − α.

(∵)

S∆ =
n∑

k=1

(z(tk)− z(tk−1) = z(tn)− z(t0) = β − α

よって，
lim

δ(∆)→0
S∆ = lim

δ(∆)→0
(β − α) = β − α.

(2)

∫
C
z dz =

1

2
(β2 − α2).

(∵) ξk = tk , tk−1とおくことによって次の２つの和

S
(1)
∆ =

n∑
k=1

z(tk−1)(z(tk)− z(tk−1)

S
(2)
∆ =

n∑
k=1

z(tk)(z(tk)− z(tk−1)

14



を得る．z(t) = tであることから，

S
(1)
∆ + S

(2)
∆ =

n∑
k=1

(
z(tk)

2 − z(tk−1)
2
)

= z(tn)
2 − z(t0)

2 = t2n − t20

= β2 − α2

S∆は分割∆や ξk ∈ [tk−1, tk]の選び方によらず，

δ(∆) → 0

ならば一定値
∫
C
z dzに収束するので，

lim
δ(∆)→0

(
S
(1)
∆ + S

(2)
∆

)
= 2

∫
C
z dz = β2 − α2.

7 複素線積分の基本的性質
取り扱う曲線はすべて長さ有限とする．

(1) [a, b] 3 t → τ ∈ [c, d] : τ = τ(t)なる連続変換（即ち，逆変換 τ−1

が存在して連続）があって，

C : z(t), t ∈ [a, b] ; C∗ : ζ(τ), τ ∈ [c, d]

とすれば，z(t) = ζ(τ(t))ゆえ，∫
C
f(z) dz =

∫
C∗

f(z) dz.

(2) f(z) , g(z)が曲線 C 上で連続ならば，∀α,∀ β ∈ Cに対し，∫
C
[αf(z) + βg(z)] dz = α

∫
C
f(z) dz + β

∫
C
g(z) dz.

(3) 複素平面の曲線C1 : z = z1(t), t ∈ [a, b]

C2 : z = z2(t), t ∈ [b, c]
但し, z1(b) = z2(b)

とする．C1の終点と C2の始点を連結して得られる曲線 C = C1 +

C2 : z = z(t), t ∈ [a, c]上の連続関数 f(z)に対し，∫
C
f(z) dz =

∫
C1

f(z) dz +

∫
C2

f(z) dz.
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(4) 　曲線 C の向きを逆にした曲線を−C と表し，f(z)を C 上定義さ
れた連続関数とすると，∫

−C
f(z) dz = −

∫
C
f(z) dz.

(5) F (t)を a ≦ t ≦ bで定義された複素数値関数

F (t) = ReF (t) +
√
−1 ImF (t)

で ReF (t), ImF (t)は [a, b]で積分可能とする．このとき，F (t)は
[a, b]で積分可能といい，∫ b

a
F (t) dt =

∫ b

a
ReF (t) dt+

√
−1

∫ b

a
ImF (t) dt

と定める．

(6) 曲線 C : z = z(t), t ∈ [a, b]を [a, b]を含むある開区間で C1-級とし，
z′(t) 6= 0, t ∈ [a, b]とする．このような曲線を正則弧という．正則
弧は長さをもち，

L(C) =

∫ b

a
|z′(t)| dt.

(7) f(z)が正則弧 C : z = z(t), t ∈ [a, b]上で連続ならば，∫
C
f(z) dz =

∫ b

a
f(z(t))z′(t) dt.

問題 7.1. 上記の (1) ∼ (7)を各自証明せよ（参考文献：複素関数論概説：
「黒田 正 著」（共立出版）．
定理 7.1. 曲線 C の長さを Lとし，f(z)は C 上連続で

max
z∈C

|f(z)| = M

とする．そのとき， ∣∣∣∣∫
C
f(z) dz

∣∣∣∣ ≦ ML(C)

が成立する．
証明 1.

|S∆| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f(z(ξk))(z(tk)− z(tk−1)

∣∣∣∣∣
≦ M

n∑
k=1

|z(tk)− z(tk−1)| ≦ ML
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ゆえ，δ(∆) → 0として∣∣∣∣ lim
δ(∆)→0

S∆

∣∣∣∣ ≦ lim
δ(∆)→0

|S∆| ≦ ML

より結論を得る．
系 7.1. f(z), g(z)がDで連続かつ C 上，任意の ϵ > 0に対して，

|f(z)− g(z)| < ϵ =⇒
∣∣∣∣∫

C
f(z) d z −

∫
C
g(z) d z

∣∣∣∣ < ϵL(C)

系 7.2. D上の連続関数列 fn(z)が C 上 f(z)に一様収束するなら，∫
C
f(z) d z = lim

n→∞

∫
C
fn(z) d z.

• fn
C
⇒ f ：C 上 一様収束するならば，任意の ∀ϵ > 0に対し，∣∣∣∣∫

C
fn(z) d z −

∫
C
f(z) d z

∣∣∣∣ < ϵ · L(C)

•
∞∑
n=0

fn(z) = f(z): C 上 一様収束するならば，

∫
C
f(z) d z =

∫
C

( ∞∑
n=0

fn(z)

)
d z =

∞∑
n=0

(∫
C
fn(z) d z

)
.

即ち，項別積分が可能である．

8 複素線積分の近似
命題 8.1. Cの分点 ziを順次結ぶ折れ線 (a = z0z1 · · · zn−1zn = b)を Γと
する．さすれば，分点を密にとれば，

∫
Γ
f(z) d zはいくらでも

∫
C
f(z) d z

を近似する．
即ち，C : φ : [a, b] −→ Cの分割∆ : a = t0 < t1 < · · · < tn = bに対し，

Ci = φ([ti−1, ti])とおき，σi = L(Ci) (i = 1, . . . , n)とおく．任意の ϵ > 0

に対し，δ > 0があって，max{σi} < δなる C の分割∆ = (C1 . . . Cn)に
対し，z0z1 . . . znを結ぶ折れ線を Γ = (z0z1 . . . zn)にて表すとき，∣∣∣∣∫

Γ
f(z)d z −

∫
C
f(z) d z

∣∣∣∣ < ϵ.

が成立する．但し，分割∆は σ = max{σi}を十分小さくとればD内に
ある．
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証明．(i) : D内で C を含む閉領域をK とおく．折れ線 ΓはK 内に取
れるようにする．K はコンパクトで f(z)はK で連続だから特にK 上で
一様連続である,即ち，

∀ϵ > 0, ∃δ > 0 s.t. |z − z′| < δ =⇒ |f(z)− f(z′)| < ϵ.

(ii) : C 上の分点を密に取れば，部分弧 Ci の長さは L(Ci) < δ のよう
にできる．こうして，σ < δ．Ciに対する折れ線を Γiとすれば L(Γi) =

|zi−zi−1| < L(Ci) < δ.よって，Ciの任意の点 ∀z ∈ Ciをとれば，|z−zi| < δ

なので，Ci上 |f(z)− f(zi)| < ϵ.よって，∣∣∣∣∫
Ci

f(z) d z −
∫
Ci

f(zi) d z

∣∣∣∣ < ∫
Ci

|f(z)− f(zi)| d z < ϵ · σi

(iii): ∫
Ci

f(zi) d z = f(zi)

∫
Ci

d z = f(zi)(zi − zi−1)∫
C
f(z) d z =

n∑
i=1

∫
Ci

f(z) d z

ゆえ， ∣∣∣∣∣
∫
C
f(z) d z −

n∑
i=1

f(zi)(zi − zi−1)

∣∣∣∣∣
≦

n∑
i=1

∣∣∣∣∫
Ci

f(z) d z − f(zi)(zi − zi−1)

∣∣∣∣ < ϵ
n∑

i=1

σi = ϵ · L(C)

同様に Γについても，∣∣∣∣∣
∫
Γ
f(z) d z −

n∑
i=1

f(zi)(zi − zi−1)

∣∣∣∣∣ < ϵL(Γ) < ϵ · L(C)

よって，最終的に ∣∣∣∣∫
C
f(z) d z −

∫
Γ
f(z) d z

∣∣∣∣ < 2ϵL(C)

を得る．
命題 8.2. f(z)を領域Dで連続な関数とする．z0 ∈ Dを一つ固定する．
任意に z ∈ Dをとる．z0と zを結ぶD内の曲線をCとする．

∫
C
f(z) d z

が C の選び方に依らずに z0と zにのみ関係するとする．このとき，

F (z) =

∫
C
f(z) d z =

∫ z

z0

f(z) d z

18



にて表す．このとき，F (z)は微分可能で

F ′(z) = f(z)

を満たす．

証明．F (z1 + h) =

∫ z1+h

z0

f(z) d zの積分路は z0から z1 + hを結ぶ曲
線で積分路は z1を通るようにとる．そのとき，

F (z1 + h)− F (z1) =

∫ z1+h

z1

f(z) d z.

f(z)は z = z1で連続だから,任意の ϵ > 0に対して ∃δ > 0があって，

|h| < δ =⇒ |f(z1 + h)− f(z1)| < ϵ.∫ z1+h

z1

f(z) d zは積分路に依らないので，特に積分路として z1と z1 + h

を結ぶ線分 z1, z1 + h ⊂ Dとしてよい．このとき，z ∈ z1, z1 + hならば
|z − z1| < |z1 + h− z1| = |h| < δ より，∣∣∣∣∫ z1+h

z1

{f(z)− f(z1)} d z
∣∣∣∣ ≦ ϵ

∫ z1+h

z1

|d z| = ϵ · |h|,

一方，∫ z1+h

z1

{f(z)− f(z1)}dz =

∫ z1+h

z1

f(z)dz − f(z1)

∫ z1+h

z1

dz

=

∫ z1+h

z1

f(z) d z − f(z1)h = F (z1 + h)− F (z1)− f(z1) · h.

よって，

|F (z1 + h)− F (z1)− f(z1)h| <

∣∣∣∣∫ z1+h

z1

{f(z)− f(z1)} d z
∣∣∣∣

< ϵ · |h|.

故に ∣∣∣∣F (z1 + h)− F (z1)

h
− f(z1)

∣∣∣∣ < ϵ.

これは
F ′(z1) = f(z1)

を示している．
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定理 8.1 (Goursatの定理). 　 f(z)を複素平面の領域D ⊂ Cで正則な関
数とする．D内の３角形 T の内部および境界がD完全に含まれるとき∮

T
f(z) d z = 0.

が成立する．

証明．
(i): T の各辺の中点を結ぶ線分で [T ]を４つの合同な３角形に分ける．
それらを {T1, T2, T3, T4}としよう．∫

T
f(z) d z =

4∑
k=1

∫
Tk

f(z) d z

∴
∣∣∣∣∫

T
f(z) d z

∣∣∣∣ ≦ 4∑
k=1

∣∣∣∣∫
Tk

f(z) d z

∣∣∣∣
よって，少なくとも１つの Tk(= T1)があって，

1

4

∣∣∣∣∫
T
f(z) d z

∣∣∣∣ ≦ ∣∣∣∣∫
T1

f(z) d z

∣∣∣∣
[T1]を同じように４つの合同な三角形に分割し，そのうちの一つを改めて
T2とおき，

1

42

∣∣∣∣∫
T
f(z) d z

∣∣∣∣ ≦ 1

4

∣∣∣∣∫
T1

f(z) d z

∣∣∣∣ ≦ ∣∣∣∣∫
T2

f(z) d z

∣∣∣∣
となるようにできる．この操作を繰り返してゆくと，単調減少する閉三角
形の列 {[Tn]}∞n=0の列が得られて，

1

4n

∣∣∣∣∫
T
f(z) d z

∣∣∣∣ ≦ 1

4

∣∣∣∣∫
Tn

f(z) d z

∣∣∣∣
が成り立つ．

(ii):今，
∞⋂
n=0

[Tn] = {∃a}（１点）が成立する．この aについて，f(z)は

z = aで複素微分可能なので，任意の ϵ > 0に対して，∃δ > 0が存在し，
|z − a| < δならば

f(z)− f(a) = f ′(a)(z − a) + η(z)(z − a) , |η(z)| < ϵ

f(z) = f(a) + f ′(a)(z − a) + η(z)(z − a) より，nを十分大きく取れば，

a ∈ [Tn] ⊂ {|z − a| < δ}
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とできる．

∫
Tn

f(z) d z = f(a)

∫
Tn

d z + f ′(a)

∫
Tn

(z − a) d z

+

∫
Tn

η(z)(z − a) d z

=

∫
Tn

η(z)(z − a) d z

従って，∣∣∣∣∫
Tn

f(z) d z

∣∣∣∣ ≦ ∫
Tn

|η(z)| · |z − a| |d z| ≦ ϵ L(Tn)
2 = ϵ

1

4n
L(T )

よって， ∣∣∣∣∫
T
f(z) d z

∣∣∣∣ ≦ ϵL(C)2.

ϵ > 0は任意ゆえ， ∫
T
f(z) d z = 0.

注意 8.1. この証明にはコーシー・リーマンの関係式やグリーン・ストー
クスの定理を用いない，正則性のみを用いる点で基本的な証明といえる．

定理 8.2. f(z)を領域Ω ⊂ Cの正則関数とする．CをΩ内の単純閉曲線
をとし，C の内部が Ωの点ばかりからなるとき，∫

C
f(z) dz = 0

が成り立つ．

注意 8.2. 定理の仮定C の内部が Ωの点ばかりからなるは本質的仮定であ
る．特に，Ωが単連結ならば，この仮定は自動的に満たされる．

証明は，以下のステップに分けてなされる．

(I): 任意の ϵ > 0に対して，C に端点をもつ屈折線 Γが存在して∣∣∣∣∫
C
f(z) dz −

∫
Γ
f(z) dz

∣∣∣∣ < ϵ

を示す（すでに示した）．

21



(II): その内部が Ωの点ばかりからなる屈折線 Γに対して∫
Γ
f(z) dz = 0

を示せばよい．そのためには，
(III): Γの内部を適当に内部が重なり合わない閉三角形

[∆(k)] (k = 1, 2, . . . , n)

に分割し，その周を∆(k)としたとき，∫
∆(k)

f(z) dz = 0

を示せばよい．これはGoursaの定理より分かる．

注意 8.3. 位相空間Xが単連結 (simply connected)とは，起点 x0 ∈ Xを
固定したときの基本群 (fundamental group) が π1(X,x0) = 1（自明）の
ときをいう．位相空間の基本群について主体的に学修せよ．例えば，基本
群について，π1(C− {−1, 1}, 0) 6= 1である．

9 冪級数 (Power Series)について
9.1 冪級数
複素平面上の点 z = α中心の（形式的）冪級数

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − α)n

を考える．変換 z ↔ z − αにより，z = 0（原点）の中心の形式的冪級数
∞∑
n=0

cnz
n を得る．

定理 9.1 (Abelの定理). 冪級数
∞∑
n=0

cn(z − α)nが z = z0( 6= 0)で収束す

れば，|z−α| < |z0−α|をみたす zに対して
∞∑
n=0

cn(z − α)nは絶対収束し，

K := {z ∈ C : |z − α| ≦ r|z0 − α| (0 <∀ r < 1)}

で一様収束する．
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証明． α = 0の場合について示す．最初に次を示そう．

• lim
n→∞

cn z
n
0 = 0.即ち，任意の ϵ > 0に対し番号N が存在し，n ≧ N

なる全ての nに対して |cn zn0 | < ϵが成り立つ．

(∵)
∞∑
n=0

cn z
n < ∞より，数列Sn =

n∑
k=0

ck z
k
0 とおくと， lim

n→∞
Sn < ∞.

収束する数列はコーシー列なので

lim
n→∞

|Sn+1 − Sn| = lim
n→∞

|cnzn0 | = 0.

• 次に，0 < r < 1として |z| ≦ r|z0|とすれば，

|cnzn| ≦ |cn zn0 |rn < ϵ rn for ∀n ≧ N

故に
∞∑

n=N

|cn z|n ≦
∞∑

n=N

ϵ rn = ϵ · rN

1− r
→ 0.

よって，Abelの定理は示された．
定義 9.1. 複素平面内の有界閉集合（コンパクト集合）Kで定義された連
続複素数値関数列 {fn(z)}が関数 f(z)に,

(i) 各点収束する： lim
n→∞

fn(z) = f(z),又は fn(z) −→
n→∞

f(z).

任意の z ∈ K および ϵ > 0に対して，番号N = N(ϵ; z)が存在し，
n ≧ N のとき，|fn(z)− f(z)| < ϵが成立しているとき．

(ii) 一様収束する： fn
K
⇒

n→∞
f ,又は

‖fn − f‖K := sup
z∈K

|fn(z)− f(z)| −→
n→∞

0

任意の ϵ > 0に対して，番号N = N(ϵ;K)（ϵ > 0とK のみに依存
している！）が存在し，n ≧ N のとき，|fn(z)− f(z)| < ϵが全ての
z ∈ K に対して成立しているとき．

9.2 収束半径
冪級数

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n

の収束半径とは，次を満たす正の数 0 < R ≤ +∞ をいう：
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(i) f(z)は D(z0;R) = {z ∈ C : |z − z0| < R}で絶対収束かつ広義一
様収束する，即ち，∀r < Rに対し，f(z)は D(z0; r) = {z ∈ C :

|z − z0| ≦ r}上で一様収束する．

(ii) f(z)は {z ∈ C : |z − z0| > R}で発散する．

注意 9.1. f(z) {z ∈ C : |z − z0| = R}での収束については分からない
が，収束しないと思ったほうが安全である．

冪級数 f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − z0)
nの収束半径は冪級数の係数からなる無限数

列 {cn}n≥0によって決まる．以下，このことを考察しよう．まず，

0 < lim
n→∞

sup n
√

|cn| < +∞

の時を考える．

注意 9.2. lim
n→∞

sup n
√
|cn| = 0の場合は冪級数は収束しないので除外する，

lim
n→∞

sup n
√

|cn| = +∞の時は，全平面 Cで広義一様収束するという事で
ある．それ以外について考察する．

そこで，
R :=

1

lim
n→∞

sup n
√
|cn|

とおくと，分母は仮定より 0でないので，Rは意味をなす．

命題 9.1. f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
nは∆(z0;R)で広義一様収束する．即ち，

任意の ϵ > 0に対して，f(z)は，{|z− z0| ≤ R− ϵ}で絶対一様収束する．

注意 9.3. lim
n→∞

:= lim
n→∞

supとおく．

(a) 実数列 {an}が上に有界とは，∃M が存在して，an < M が全ての
n ∈ Nについて成り立つとき．{an}が上に有界でないとき，

lim
n→∞

an := lim
n→∞

sup an = ∞

とする．

(b) 実数列 {an}は上に有界とする．{an, an+1, . . . , }の上限：

An = sup{an, an+1, · · · , }
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とおく．さすれば，Anは単調減少列：

A1 ≧ A2 · · · ≧ An ≧ An+1 ≧ · · ·

である．そのとき，

lim
n→∞

an = lim
n→∞

sup an = lim
n→∞

An

と定義する． Anが下に有界：
∃M ; An > M for ∀n ∈ N,

ならば，実数の連続性公理により， lim
n→∞

Anは有限の値に収束する．

注意 9.4. A = lim
n→∞

sup anとすると．Aが有限ならば，

(1) 任意の ∀ϵ > 0に対して，A+ ϵ < anとなる nは有限個しかない．

(2) 任意の ∀ϵ > 0に対して，A− ϵ < anなる nは無限個存在する．

A = ∞ならば，どんなR > 0に対しても，R < anなる nは無限個あり，
A = −∞ならば，どんな−R < 0に対しても，−R < anなる nは有限個
しかない．

9.3 命題 9.1の証明

(1) lim
n→∞

n
√

|cn| = ∞とすると，任意の z( 6= a)に対し，

lim
n→∞

n
√

|cn(z − a)n| = |z − a| lim
n→∞

n
√

|cn| = ∞

がいえるから，無数に多くの nに対し，

|cn(z − a)n| > 1.

よって，冪級数はどんな z( 6= a) に対しても発散する．即ち，収束半径
R = 0となり，

R :=
1

lim
n→∞

sup n
√
|cn|

が成り立つ．
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(2) lim
n→∞

sup n
√

|cn| = 0とする．任意の正数 ρ > 0に対し，|z−a| ≦ ρ

となる zについて，

lim
n→∞

n
√
|cn(z − a)n| = |z − a| lim

n→∞
n
√

|cn| = 0

がいえるから，ある番号N があって，n > N なる全ての nについて，
n
√

|cn(z − a)n| < 1

2
∴ |cn(z − a)n| < 1

2n
.

よって，冪級数は |z − a| ≦ ρで収束する．ρ > 0の任意性から,冪級数は
全ての z ∈ Cで収束し，収束半径R = ∞となり，やはり，

R :=
1

lim
n→∞

sup n
√
|cn|

が成り立つ．

(3)以下は R 6= 0,∞，即ち，Rは有限な場合：

R :=
1

lim
n→∞

sup n
√
|cn|

< +∞

の場合を考察する．実際，広義一様収束の定義から,任意のコンパクト集
合K ⊂ ∆(z0;R)上，絶対値を取った正項級数 f(z) =

∞∑
n=0

|cn||(z − z0)|n

が一様収束する事を言えばよいが，コンパクト集合K に対して，ϵ0 > 0

を適当に選べば，K ⊂ ∆(z0;R − ϵ0)と出来るので，任意の ϵ > 0に対し
て，閉円板

∆(z0;R− ϵ) = {z ∈ C : |z − z0| ≤ R− ϵ}

上，一様収束を言えば十分である．
まず， lim

n→∞
n
√
|cn| =

1

R
より，

lim
n→∞

(
sup{ n

√
|cn|, n

√
|cn+1|, · · · }

)
αn := sup{ n

√
|cn|, n

√
|cn+1|, · · · }が狭義単調減少で 1

R に収束することか
ら，任意に ϵ > 0をとる．このとき， ϵ

R(2R− ϵ)
に対して，ある番号N ∈ N

があって，n ≥ N + 1なる任意の nについて，

0 < sup{ n
√

|cn|, n
√

|cn+1|, · · · } −
1

R
<

ϵ

R(2R− ϵ)
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を得る．即ち，
n
√
|cn| ≤ sup{ n

√
|cn|, n

√
|cn+1|, ·, ·} <

1

R
+

ϵ

R(2R− ϵ)
=

1

R− ϵ
2

.

よって，|z − z0| ≤ R− ϵなる任意の zおよび，任意の n ≥ N に対し，次
を得る．

n
√
|cn||z − z0| <

R− ϵ

R− ϵ
2

< 1 ⇐⇒ |cn||z − z0|n <
( R− ϵ

R− ϵ

2

)n
< 1

従って
∞∑
n=0

|cn||z − z0|n =
N∑

n=0

|cn||z − z0|n +
∑

n≥N+1

|cn||z − z0|n

=
N∑

n=0

|cn||z − z0|n +
∑

n≥N+1

( R− ϵ

R− ϵ

2

)n

<
N∑

n=0

|cn||z − z0|n +
( R− ϵ

R− ϵ

2

)N+1
· 1

1− R− ϵ

R− ϵ

2

≤
N∑

n=0

|cn|(R− ϵ)n +
( R− ϵ

R− ϵ

2

)N+1
· 2R− ϵ

ϵ

< +∞

よって，正項級数 f(z) =
∞∑
n=0

|cn||(z − z0)|nは閉円板

∆(z0;R− ϵ)

で一様収束する事が示された．以上で証明を終わる．

注意 9.5. 無限等比級数
∞∑

n=N+1

( R− ϵ

R− ϵ

2

)n

は公比 R− ϵ

R− ϵ

2

が 1より小さいので収束することは，高校数学で習った通

りである．
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10 解析関数
定義 10.1. (1) 複素平面 C上の領域 D で定義された連続関数 f(z)が

D の点 z = z0 ∈ D で解析的であるとは，z0 中心の半径 r の円板
∃∆(z0; r) ⊂ Dが存在して，f(z)は∆(z0; r)で一様収束する冪級数
により表される，即ち，

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n < ∞ · · · · · · (∗)

(2) f(z)がDで解析的とは，Dの各点で解析的であるときをいう．以
後は，簡単に，f(z)をD上の解析的関数という．

注意 10.1. 一様収束という言葉はコンパクト集合（有界閉集合）に対して
用いられる事が多い，上記の円板∆(z0; r)はコンパクト集合で無いので，
この場合は任意の 0 <∀ ρ < rに対して，閉円板∆(z0; ρ)（コンパクト集
合）で一様収束すると解釈する（または，∆(z0; r)で広義一様収束すると
もいう）．
一般に，Ω で定義された関数列 {fn(z)} が広義一様収束するとは，Ω

内の任意のコンパクト集合 K ⊂ Ω に対して，関数列 {fn(z)} が K 上
一様収束するとき，即ち，任意の ϵ > 0に対して，ϵとK のみに依存し
（点 zに依存しない）自然数N(ϵ,K)があって，m.n > N に対し，

|fm(z)− fn(z)| < ϵ

が全ての z ∈ Kに対して成立するときをいう．

11 解析性と正則性
11.1

正則関数は英語で holomorphic function, regular functionといい，解析
的関数は analytic functionという．実は両者は同値な概念である事が幾
つかの過程を経て分かる．即ち，

定理 11.1. 複素平面上の領域Dで連続な関数を f(z)とする．このとき，
f(z)が z = z0 ∈ Dで正則 同値⇐⇒ f(z)は z = z0 ∈ Dで解析的．

注意 11.1. 複素変数 zの n次多項式Pn(z) = c0+ c1z+ c2z
2+ · · · cnznは

正則関数である事は，単項式 fn(z) = znが正則関数であることを言えば
よい．実際，帰納法により Pn−1(z)は正則とすると，fn(z) = znは正則な
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ので，二つの正則関数の和はまた正則．よって，Pn(z) = Pn−1(z)+ fn(z)

は正則になる．fn(z) = znが正則であることは，fn(z) = znが各点 z = z0

で複素微分可能を示せばよい，実際，

lim
z→z0

zn − zn0
z − z0

= lim
z→z0

(n−1∑
k=0

zkzn−1−k
0

)
= nzn−1

0

より，複素微分可能，即ち，正則である．一般に，

Pn(z) =
n∑

k=0

ck(z − z0)
k

は正則関数である．形式的には（収束を問題にしなければ）無限級数は多
項式の極限，即ち，

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n = lim

n→∞
Pn(z)

である．従って，右辺が収束すれば，zの無限級数
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n

は zの関数として意味を持つ．

次の命題の証明を各自せよ．

命題 11.1. (i) 　閉円板 ∆ 上の連続関数の列 {fn(z)}∞n=1 の一様収束
極限 f(z) = lim

n→∞
fn(z)は連続である．

(ii) 閉円板 ∆ 上の正則関数の列 {fn(z)}∞n=1 の一様収束極限 f(z) =

lim
n→∞

fn(z)は正則である．

(iii) 　任意の 0 <∀ ϵ < rに対し，閉円板

∆(z0; r − ϵ) = {|z − z0| ≤ r − ϵ}

で正則な関数は開円板∆(z0; r)上で正則である．

上記の (ii), (iii)より，収束冪級数で表される複素関数は正則である事が
分かる．即ち，解析的関数は正則関数が証明された．
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11.2 命題７の証明
簡単のため，w = z − z0とおけば，

∞∑
n=0

cn(z − z0) =
∞∑
n=0

cnw
n

と表せる．そこで，
∞∑
n=0

cnw
nの収束について少し解説しよう．

その前に，基本的な事実確認を行う．
補題 11.1. K := ∆(0; r) = {z ∈ C : ‖z| ≤ r}を z = 0中心，半径 r > 0

の閉円板とすると，K は複素平面 C上の有界閉集合ゆえコンパクト集合
である．f(z)をK上の連続関数とすると，f(z)はK上一様連続である．
即ち，任意の ∀ϵ > 0に対し，K のみに依存する正の数 δ := δK があって，
|z − z′| < δなる任意の組 z, z′ ∈ K に対し，

|f(z)− f(z′)| < ϵ

が成立する．
Proof. 　 f(z)はK上連続だから，αzν ∈ Kで連続，よって，任意に ϵ > 0

をとれば，zν に依存する正の数 δν > 0が存在し，

|z − zν | <
1

2
δν

なる全ての z ∈ K に対して，

|f(z)− f(zν)| <
ϵ

2

が成立する．Kν = K ∩
{
z ∈ C : |z − zν | <

1

2
δν

}
と置くと，Kν はK

の開集合であり（Cからの相対位相を入れる），

K =
⋃
ν

Kν

を得る．従って，{Kν}νはコンパクト集合Kはの開被覆である．従って，
K は {Kν}の中の適当な有限個の被覆

K1,K2, · · ·Km

で覆える（位相空間のコンパクト性の定義を思い起こせ）．即ち，

K =
m⋃
j=1

Kj .
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を得る．各添え字 1 ≤ j ≤ mに対し，δ1, δ2, · · · , δmが定まっていた．そ
こで　

δ = min
1≤j≤m

{1
2
δj > 0}

とおく．さすれば，任意の z′ ∈ K =
⋃m

j=1Kjをとれば，ある番号 1 ≤∃ j ≤

mがあって，z′ ∈ Kj，即ち，|z′ − zj | <
1

2
δj < δj である．よって，

|f(z′)− f(zj)| <
ϵ

2

がいえる．従って，|z − z′| < δなる任意の z ∈ Kに対し，|z− zj | = |z−

z′ + z′ − zj | ≤ |z − z′|+ |z′ − zj | < δ +
1

2
δj < δj だから，

|f(z)− f(zj)| <
ϵ

2
.

ｋの二つの不等式により，

|f(z)− f(z′)| < |f(z)− f(zj)|+ |f(z′)− f(zj)| <
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ.

を得る．
以上まとめると，任意に ϵ > 0をとると，ϵおよびK にのみ依存する
正の数 δ > 0が存在し，任意の z′ ∈ K および |z − z′| < δとなる任意の
z ∈ K に対し，

|f(z)− f(z′)| < ϵ

が成り立つ．こうして，一様連続性が示された

補題 11.2. 閉円板K = ∆(0; r)上の連続な複素関数列 {fn(z)} がK上一
様収束すれば，その極限関数

lim
n→∞

fn(z)

はK 上の連続な複素関数である．
Proof. 　 K 上の点 a ∈ K を任意にとる．関数値 fn(a)は複素数なので
an = fn(a)と置けば，複素数列 {an}n≥1を得る．関数列が一様収束する
ので，特に，数列 {an}は収束する．収束する数列の極限は唯一つなので，

lim
n→∞

fn(a) = lim
n→∞

an = f(a)

とおく（この数列は aに関係した数列なので極限値を f(a)と置いた）．
勿論，z = b, c · · · に対して

lim
n→∞

fn(b) = f(b), lim
n→∞

fn(c) = f(c), · · · 等々．
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こうして，各点 z ∈ K に対して，極限値

f(z) = lim
n→∞

fn(z)

唯一つ定まるので，f(z)はK 上の複素関数と見てよい．この f(z)がK

上連続（K の各点 ∀z0 ∈ K で連続）である事，即ち，
任意の αϵ > 0に対して，z0と ϵに依存する正の数 δ := δz0(ϵ)が存在し

て，|z − z0| < δなる任意の z ∈ K に対して

|f(z)− f(z0)| < ϵ

を示せばよい．
　実際，{fn(z)}n≥1が f(z)は一様収束するので，一様収束の定義から，
任意の ϵ > 0に対して，ϵとK に依存する（K の各点 z ∈ K には依存し
ない！）自然数N ∈ Nがあって，n ≥ N なる任意の ∀nに対して，

|fn(z)− f(z)| < 1

3
ϵ

が全ての（任意の）点 z ∈ K に対して成立する．（註：一様の意味は存在
を主張している δ, Nが任意に取った点 zに依らないという事である．）
一方，各 nについて，fn(z)は K 上連続なので K 上一様連続である．
よって，上記の z0 ∈ K に対して，z0に依存しない正の数 δn > 0が存在
して，|z − z0| < δnなる全ての z ∈ K に対して

|fn(z)− fn(z0)| <
1

3
ϵ

が成立する．今，n = N，δ := δN と置く．さすれば，|z − z0| < δなる
任意の z ∈ K に対して，上記の二つの不等式から，

|f(z)− f(z0)|
= |(f(z)− fN (z))− (f(z0)− fN (z0)) + (fN (z)− fN (z0)|
≤ |(f(z)− fN (z)|+ |(f(z0)− fN (z0))|+ |(fN (z)− fN (z0)|
≤ ϵ

3
+

ϵ

3
+

ϵ

3
= ϵ　

こうして，極限関数 f(z)はK上連続である．特に，Kはコンパクトだ
から，前の結果より，f(z)はK上で一様連続であることが示された．

補題 11.3. 複素平面 C上のコンパクト集合

K := {z ∈ C : |z − z0| ≤ r}

で一様収束する冪級数 f(z) :=
∞∑
n=0

cn(z − z0)
nはKの各点で正則である．
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高校生レベルで理解するには多少の準備が必要であるので以下それを観
察する．

改めて z = z − z0 とおく事により，K := {z ∈ C : |z| ≤ r}, f(z) :=
∞∑
n=0

cnz
nとして以後は議論する．

定義 11.1. まず，f(z) :=
∞∑
n=0

cnz
nがKで絶対一様収束するとは

∞∑
n=0

|cn||z|n

がK で一様収束するときをいう

注意 11.2. fn(z) =

n∑
k=0

ck z
k を n項までの和とする．コーシーの規準を

用いれば，次のように述べる事ができる．
任意の ϵ > 0に対して，ϵ > 0とK のみに依存する正の整数N が存在
して，N ≤ m < nなる全てのm, nおよび,全ての z ∈ K に対して，

|fn(z)− fm(z)| < ϵ

が成立するとき．

定義 11.2. αz0 ∈ Kで f(z) :=

∞∑
n=0

cnz
nが絶対収束するするとは，|z0|の

正項級数
∞∑
n=0

|cn||z0|n が収束する時をいう (各点で絶対収束と言ったほう

が分かり易い）．

命題 11.2. 級数 f(z) :=

∞∑
n=0

cnz
n について，各 ∀z ∈ K に対し，n と

K のみに依存する正の数Mn > 0が存在し，|cnzn| ≤ Mn かつ正項級数
∞∑
n=0

Mn < +∞が収束するとき，f(z) :=
∞∑
n=0

cnz
nは絶対一様収束，特に，

K 上一様収束する．

Proof. ．まず，
∞∑
n=0

Mn < +∞が収束するので，コーシーの規準より，任

意の ϵ > 0に対して，ある番号Nが存在して，m,n ≥ Nなる任意のm < n

に対し，
n∑

k=m

Mk < ϵ

が成立（収束する数列 sk =

k∑
j=1

Mj はコーシー規準をみたし，逆に，コー

シー規準を満たす数列はは収束する）．
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仮定より，|cnzn| = |cn||z|n ≤ Mn．ゆえに，∀z ∈ Kに対し，上述の自
然数N をとれば，
N ≤ m < nなる任意のm < nに対して，

n∑
k=m

|ck||z|k ≤
n∑

k=m

Mk < ϵ.

を得る．
つまり，関数列 {Sk(z) :=

k∑
j=0

|cj ||z|j}k は各点 ∀z ∈ K に対してコー

シー規準を満たす．自然数N はK の点の取り方に依らないので，

f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n

は絶対一様収束する事が示された．

補題 11.4. 冪級数 f(z) =
∞∑
n=0

cnz
nがKδ = {|z| < r + δ}で収束すれば，

f(z)の右辺の各項を形式的に微分して得られる冪級数

g(z) =
∑
n=1

ncnz
n−1

はK = {|z| ≤ r}で絶対一様収束する．この段階ではまだg(z) = f ′(z)と結論できない
ことを強調しておく．

Proof. ξ ∈ Kδ で |ξ| = r +
δ

2
なるものを一つとって固定しておく．その

とき，級数
∞∑
n=0

cnξ
n は仮定により収束する．よって，任意の ϵ > 0に対

し，ある番号Nξ ∈ Nがあって，n ≥ Nξ ならば，

|cnξn| < ϵ

がいえる．そこで，任意に |z| ≤ rなる zを選ぶ．そのとき，
|z|
|ξ|

≤ r

r + δ
2

< 1

よって，n ≥ N なる nに対して，

|ncnzn−1| = |ncn||ξn||
zn−1

ξn
| < ϵ

r
n · ( r

r + δ
2

)n
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無限等比級数
∞∑
n=0

n(
r

r + δ
2

)n

r

r + δ
2

< 1より収束する．従って，

∞∑
n=N

|ncn||z|n < ϵ

∞∑
n=N

n · ( r

r + δ
2

)n < +∞

今,ϵ > 0は任意なので，冪級数
∞∑
n=0

ncnz
n = z

∞∑
n=1

ncnz
n−1は絶対一様収

束する事が示された．こうして，冪級数

g(z) =
∞∑
n=1

ncnz
n−1

はK = {|z| ≤ r}で絶対一様収束する事が分かった．

命題 11.3. 冪級数 f(z) =

∞∑
n=0

cnz
n が {|z| < r + δ}上で収束するとき，

f(z)の右辺の各項を項別微分して得られる冪級数

g(z) =
∞∑
n=1

ncnz
n−1

はK = {|z| ≤ r}は {|z| ≤ r}で絶対一様収束し，

f ′(z) = g(z)

となる．即ち，

d

dz

( ∞∑
n=0

cnz
n
)

=

∞∑
n=0

( d
dz

(cnz
n)
)

=
∞∑
n=0

ncnz
n−1

が {|z| ≤ r}なる任意の zに対して成立する．

注意 11.3. この命題により，収束する冪級数の複素微分可能性が証明さ
れた．加えて，記号 d

dz
は

∞∑
n=0

の中に入れてよいという事がわかる．（標
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語としては，極限操作と微分操作は交換可能という）．勿論，有限和に対
しては高等学校で習ったように，

(f1(z) + f2(z) + · · · fn)′ = f1(z)
′ + f2(z)

′ + · · · fn(z)′

は知られているが，関数列の無限和については，ある種の条件の下で（無
条件ではない！），任意の点 z ∈ K に対して

( ∞∑
n=0

fn(z)
)′

=

∞∑
n=0

f ′
n(z)

であることを主張している．
注意 11.4. K のある点 a ∈ K において，

( ∞∑
n=0

fn(z)
)′∣∣∣

z=a
6=

∞∑
n=0

f ′
n(a)

となる関数列の例 {fn(z)}nを作れ．
Proof. 命題 6.3の最後の部分 f ′(z) = g(z)の証明をしよう．
主張 11.1. 任意に αz0 ∈ K = {|z| ≦ r}に対し，

f ′(z0) = g(z0) =

∞∑
n=0

ncnz
n−1
0 .

を示す．

11.3 Step 1.

微分係数 f ′(z0)の定義から，

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

を得る，よって，任意に ϵ > 0をとれば，正数 ∃ρ0が存在し，0 < |z−z0| < ρ0

なる αz ∈ K に対し，

|f(z)− f(z0)

z − z0
− f ′(z0)| < ϵ

が成立する．
一方，冪級数 f(z) =

∑∞
n=0 cnz

nはK で収束するので，特に，z0 ∈ K

でも収束する，即ち，次を得る．

f(z0) =
∞∑
n=0

cnz
n
0 < ∞.
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11.4 Step 2.

　 0 < |z1 − z0| < ρ0なる，z1 ∈ Kを一つ取り，d := |z1 − z0| > 0とお
く．最初に，

f(z1)− f(z0) =

∞∑
n=1

cn(z
n
1 − zn0 )

を示そう．

f(z) =

∞∑
n=0

cnz
n = lim

n→∞
Pn(z),

と表わせる．但し，

Pn(z) =

n∑
k=0

ckz
k（第 n項までの和）

．
従って，z = z1と置くと，上記の ϵ > 0に対して，番号 N1 があって（こ
のN は z1に依存するかもしれないのでN1とわざわざ書いた），∀n ≥ N1

に対し，

(∗) |f(z1)− Pn(z1)| = |f(z1)−
n∑

k=1

ckz
k
1 | = |

∑
m≥n+1

cmzm1 | < ϵ

同様に z0 ∈ Kに対しても，正の数 ∃N0 ∈ N があって，αn ≥ N0に対し

(∗∗) |f(z0)− Pn(z0)| = |f(z0)−
n∑

k=1

ckz
k
0 | = |

∑
m≥n+1

cmzm0 | < ϵ

を得る．ここで，N = max{N0, N1}とおくと，∀n ≥ Nに対して，(∗), (∗∗)
が成り立つとしてよい．
さて，f(z1)の第一項は c0で f(z0)の第一項も同じく c0なので，n ≥ N

なる任意の nについて，∣∣∣f(z1)− f(z0)−
(
Pn(z1)− Pn(z0)

)∣∣∣
=

∣∣∣f(z1)− f(z0)−
( n∑
k=1

ck(z
k
1 − zk0 )

)∣∣∣
≤

∣∣∣f(z1)− n∑
k=0

ckz
k
1

∣∣∣+ ∣∣∣f(z0)− n∑
k=0

ckz
k
0

∣∣∣ < ϵ+ ϵ = 2ϵ

よって，
f(z1)− f(z0) =

∞∑
n=1

cn(z
n
1 − zn0 )

を得る．
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11.5 (Step 3.)

さて，d = |z1 − z0| > 0であった，そこで，改めて (∗), (∗∗) の ϵ を
|z1 − z0|ϵ = dϵで置き換えて考えても問題ない，つまり，

|f(z1)− Pn(z1)| < |z1 − z0|ϵ = dϵ · · · (∗)′

|f(z0)− Pn(z0)| < |z1 − z0|ϵ = dϵ · · · (∗∗)′

としてよい．(∗)′, (∗∗)′の両辺を |z1 − z0|で割って，∣∣∣f(z1)− Pn(z1)

z1 − z0

∣∣∣ < ϵ,
∣∣∣f(z0)− Pn(z0)

z − z0

∣∣∣ < ϵ

を得る．こうして，∣∣∣f(z1)− f(z0)

z1 − z0
− Pn(z1)− Pn(z0)

z1 − z0

∣∣∣
=

∣∣∣f(z1)− Pn(z1)

z1 − z0
− f(z0)− Pn(z0)

z1 − z0

∣∣∣
≤

∣∣∣f(z1)− Pn(z1)

z1 − z0

∣∣∣+ ∣∣∣f(z0)− Pn(z0)

z1 − z0

∣∣∣ < ϵ+ ϵ = 2ϵ

問題 11.1. 次が成立する事も上の証明から分かる．

f(z)− f(z0)

z − z0
= lim

n→∞

Pn(z)− Pn(z0)

z − z0

= lim
n→∞

n∑
k=1

ck(z
k − zk0 )

z − z0

= lim
n→∞

( n∑
k=1

(

k−1∑
j=0

cjz
jzk−1−j

0 )
)

各自証明せよ．
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11.6 (Step 4.)

　証明の最終段階に来た．容易に∣∣∣f ′(z0)−
n∑

k=1

kckz
k−1
0

∣∣∣
=

∣∣∣f ′(z0)−
f(z1)− f(z0)

z1 − z0
− Pn(z1)− Pn(z0)

z1 − z0

+
f(z1)− f(z0)

z1 − z0
+

Pn(z1)− Pn(z0)

z1 − z0
−

n∑
k=1

kckz
k−1
0

∣∣∣
≤

∣∣∣f ′(z0)−
f(z1)− f(z0)

z1 − z0

∣∣∣
+

∣∣∣f(z1)− f(z0)

z1 − z0
− Pn(z1)− Pn(z0)

z1 − z0

∣∣∣
+

∣∣∣Pn(z1)− Pn(z0)

z1 − z0
−

n∑
k=1

kckz
k−1
0

∣∣∣
< 2ϵ+

∣∣∣Pn(z1)− Pn(z0)

z1 − z0
−

n∑
k=1

kckz
k−1
0

∣∣∣ · · · (∗ ∗ ∗)
を得る．今，

lim
z→z0

Pn(z)− Pn(z0)

z − z0
= P ′

n(z0) =
∑
k=1

kckz
k
0

よって，上記の ϵ > 0に対して，正数 δ1 > 0が存在して，
0 < |z − z0| < δ1をみたす全ての z ∈ K に対して，

|Pn(z)− Pn(z0)

z − z0
−
∑
k=1

kckz
k
0 | < ϵ

が成立する．そこで，δ := min{δ0. δ1}とおくと，0 < |z − z0| < δを満
たす全ての z ∈ K に対して上の不等式が成立する．そこで，最初に選ん
だ z1 ∈ K を |z1 − z0| < ρとなるように取り替えると．この z = z1につ
いて，

|Pn(z1)− Pn(z0)

z1 − z0
−
∑
k=1

kckz
k
0 | < ϵ

を得る．こうして，(∗ ∗ ∗)より，最終的に，αn ≥ N なる任意の nにつ
いて， ∣∣∣f ′(z0)−

n∑
k=1

kckz
k−1
0

∣∣∣ < 3ϵ
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を得る．換言すれば，

f ′(z0) = lim
n→∞

∞∑
k=1

kckz
k−1
0

z0 ∈ K は任意に選んだので，記号を入れ替え次を得る．

f ′(z) =
( ∞∑
n=0

cnz
n
)′

=

∞∑
n=0

(
cnz

n
)′
= lim

n→∞

n∑
n=1

kckz
n−1

以上で，解析関数は正則関数であることが示された（長い話になった！）
逆の主張はコーシーの積分定理から導かれる積分公式を用いて示される
が，それは次回に譲ろう．

問題 11.2. 　コンパクト集合K = {|z| ≤ r}上で正則な関数列{fn(z)}∞n=0

が次の条件を満たすとする．

(i) 各 z ∈ K に対して，
∞∑
n=0

fn(z) = f(z)は収束する（各点収束）

(ii)

∞∑
n=0

f ′
n(z) = g(z)はK 上一様収束する．

その時，
f ′(z) = g(z)

が成立することを，上述の証明を参考にして証明せよ．
即ち，∀z ∈ K に対して，

d

dz

( ∞∑
n=0

fn(z)
)
=

∞∑
n=0

d

dz
(fn(z)) =

∞∑
n=0

dfn
dz

(z)

が成立する．但し，正則関数 f ′
n(z)は連続であるという事実は用いてよい．

要するに微分演算は
∞∑
n=0

の中に入れることが出来る．

「解析概論（高木貞治・岩波書店）」の pp.157–161を参考にせよ．

12 コーシーの積分公式
定理 12.1. f(z)を単純閉曲線C,C1, C2, . . . , Cnで囲まれた閉領域で正則
な関数とする．C がこの領域の外側の境界ならば∫

C
f(z) d z =

n∑
k=1

∫
Ck

f(z) d z
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が成り立つ．

Proof. nに関する帰納法で示す． まず，n = 1のときは，C上に点 P, P1

をとりC1上に点Q,Q1をそれぞれ取り，P とQ（P1とQ1を滑らかな曲
線 Γ0および Γ1で結ぶ．そのとき，曲線Cは正の向きにC(PP1),C(P1P )

の部分に分かれ，曲線 C1 は正の向きに C1(QQ1),C1(Q1Q)に分かれる．
C と C1で囲まれた領域は

C(0) : C(PP1),Γ1,−C1(QQ1)− Γ0

で囲まれた部分と

C(1) : C(P1P ),Γ0,−C1(Q1Q)− Γ1

で囲まれた部分に分かれる．
今，

0 =

∫
C(0)

f(z) d z =

∫
C(PP1)

+

∫
Γ1

−
∫
C1(QQ1)

−
∫
Γ0

0 =

∫
C(1)

f(z) d z =

∫
C(P1P )

+

∫
Γ1

−
∫
C1(Q1Q)

−
∫
Γ1

ゆえ，

0 =

∫
C(0)

+

∫
C(1)

=

∫
C(PP1)

+

∫
C(P1P )

−
∫
C1(QQ1)

−
∫
C1(Q1Q)

こうして， ∫
C

=

∫
C(PP1)

+

∫
C(P1P )

=

∫
C1(QQ1)

+

∫
C1(Q1Q)

=

∫
C1

を得る．
次に，n ≦ N − 1に対して結果は正しいと仮定する（帰納法の仮定）．n = N のとき

は CN と C1, . . . , CN−1に分ける．C と CN を互いに交わらない滑らかな
曲線 Γ0および ΓN で結ぶと，C,C1, . . . , CN で囲まれる部分は

C(0) : C(PP1),ΓN ,−C1(QQ1)− Γ0
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で囲まれた部分と

C(N−1) : C(P1P ),Γ0,−C1(Q1Q)− ΓN

で囲まれた部分に分かれる．C(1)とC1, . . . , CN−1で囲まれた部分に対し
て帰納法の仮定および (i)を適用して，∫

C
f(z) d z =

∫
CN

f(z) d z +

N−1∑
n=1

∫
Cn

f(z) d z

を得る．

定理 12.2. 複素関数 f(z)は開円板∆ := {z ∈ C : |z−α| < r}で正則で
閉円板∆で連続とする．∆の境界をC = ∂∆ : z = α+ reit (0 ≤ t ≤ 2π)

とおく．このとき，
f(α) =

1

2π

∫
C

f(ζ)

ζ − α
dζ

Proof. 　任意の 0 < ϵ < rに対して，

f(z) =
f(z)

z − α

は，円環領域
∆ϵ : {z ∈ C : ϵ < |z − α| < r}

で正則で,

∆ϵ : {z ∈ C : ϵ ≦ |z − α| ≦ r}

で連続であるから，Cϵ = {|z − α| = ϵ}と置くと，定理 1より，∫
C

f(ζ)

ζ − α
dζ =

∫
Cϵ

f(ζ)

ζ − α
dζ

を得る．
次に，右辺の

∫
Cϵ

f(ζ)

ζ − α
dζ を具体的に計算しよう．まず，Cϵを極形式

で，ζ = α+ ϵeit (0 ≤ t ≤ 2π)と表す．そのとき，∫
Cϵ

f(ζ)

ζ − α
dζ = i

∫ 2π

0
f(α+ ϵeit)dt.

被積分項は

|f(α+ ϵeit)| ≤ max
z∈∆

|f(z)| = M(∆) < +∞
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より，有界である．従って，両辺で ϵ → 0とすると，右辺は ϵに無関係で
あるから，∫

C

f(ζ)

ζ − α
dζ = i

∫ 2π

0
f(α+ ϵeit)dt → 2πif(α) (as ϵ → 0).

こうして，定理の証明は終わる．

定理 12.3 (コーシーの積分公式). f(z)を単純閉曲線 C およびその内部
において正則な関数とする．C の内部D = [C]の一点 z ∈ Dにおいて，

f(z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − z
d ζ

が成り立つ．

Proof. z ∈ D中心，半径 δ > 0の円周 Cδ をDの完全内部にあるように
δ > 0を選ぶ．f(z)はD − [Cδ]で正則ゆえ，定理７より，∫

C

f(ζ)

ζ − z
d ζ =

∫
Cδ

f(ζ)

ζ − z
d ζ.

今， ∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Cδ

f(ζ)

ζ − z
d ζ − f(z)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Cδ

f(ζ)− f(z)

ζ − z
d ζ

∣∣∣∣
を得るが，f(z)の連続性から，任意の ϵ > 0に対し，δ > 0を十分小さく
とれば，αζ ∈ Cδに対し，|ζ − z| ≦ δならば，|f(ζ)− f(z)| < ϵとできる．
よって，∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Cδ

f(ζ)− f(z)

ζ − z
d ζ

∣∣∣∣ ≦ 1

2π

∫
Cδ

∣∣∣∣f(ζ)− f(z)

ζ − z

∣∣∣∣ |d z|
<

1

2π
· ϵ
δ
·
∫
Cδ

|d z| = ϵ.

よって，δ → 0として，
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − z
d ζ = lim

δ→0

1

2πi

∫
Cδ

f(ζ)

ζ − z
d z = f(z).

注意 12.1. f(z)を単純閉曲線C,C1, C2, . . . , Cnで囲まれた閉領域Dで正
則な関数とする．定理 2の証明から，Cがこの領域の外側の境界ならば，
即ち，

∂D = C − C1 − C2 − · · · − Cn
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のとき，αz ∈ Dに対し，

f(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
d ζ

が成り立つ．

定理 12.4 (モレラの定理). f(z)を単連結領域D ⊂ Cで連続な関数とす
る．D内の任意の単純閉屈折線 C に対して，∫

C
f(z) d z = 0

ならば，f(z)はDで正則である．

Proof. D内の１点 α ∈ Dを固定する．αから z に至る屈折線を Γとす
る．そのとき，線積分

∫
Γ
f(z) d zは Γの取り方に依らない．

(∵) Γ′を Γと交わらない αから zに至る単純屈折線（自分自身と交わ
らない屈折線）とする．C = Γ− Γ′は単純閉曲線でDが単連結なのでC

の内部はDの点からなる．故に，コーシーの積分定理から

0 =

∫
C
f(z) d z =

∫
Γ−Γ′

f(z) d z =

∫
Γ
f(z) d z −

∫
Γ′
f(z) d z

よって， ∫
Γ
f(z) d z =

∫
Γ′
f(z) d z.

今，Γと Γ′が交わる時は Γ′′として Γと Γ′と交わらない単純屈折線と
する．そのとき，Γと Γ′と Γ′と Γ′′について同様の議論から∫

Γ
f(z) d z =

∫
Γ′′

f(z) d z =

∫
Γ′
f(z) d z

を得る．∫Γ f(z) d zは αと zを結ぶ屈折線の取り方に依らないで，zだけ
で決まるので，

F (z) =

∫
Γ
f(z) d z

で表す．命題 3.3の証明より，F ′(z) = f(z)を満たす．これは，F (z)が
複素微分可能（正則）を示している．
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13 正則性と解析性
f(z)は∆ = {z ∈ C |z − α| ≤ r}で正則な関数とする．z ∈ ∆を任意

にとる．C = ∂∆（正の向き）とおく．

f(z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ

=
1

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − α)− (z − α)
dζ

=
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − α
· 1

1− (
z − α

ζ − α
)
dζ

さて，|ζ − α| > |z − α| より　 |z − α

ζ − α
| < 1である．無限等比級数の収

束（公比が 1より小さい）条件より，次の級数は |ζ − a| = rを満たす任
意の ζに対して絶対収束する．一方，Cはコンパクトゆえ，この収束は一
様収束である．
実際，

|z − α

ζ − α
| = |z − α

r
| < 1

であり，右辺は ζ には無関係で，
1

1− z − α

ζ − α

=
∞∑
n=0

(z − α

ζ − α

)n
< ∞

より，
∞∑
n=0

は
∫
C
の外に出す事ができる（項別積分可能）．故に，

f(z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − α
· 1

1− (
z − α

ζ − α
)
dζ

=
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − α

∞∑
n=0

(z − α

ζ − α

)n
dζ

=
1

2πi

∫
C

[ ∞∑
n=0

(z − α)n
f(ζ)

(ζ − α)n+1

]
dζ

=
∞∑
n=0

{ 1

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − α)n+1
dζ
}
(z − α)n.

そこで，
cn :=

1

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − α)n+1
dζ (n ≥ 0)
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とおくと，最終的に，|z − a| < rを満たす zに対し，

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − α)n

と表すことができる．

補題 13.1. f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − α)n の収束半径と
∞∑
n=1

ncn(z − α)n−1 の収

束半径は同じである．

Proof.

lim
n→∞

n
√
n|cn| = lim

n→∞
n
√
n · lim

n→∞
n
√
|cn| = 1 · lim

n→∞
n
√
|cn| =

1

R

が成立するから．

前に示したように，

f ′(z) =
∞∑
n=1

ncn(z − α)n−1

であるから，これを繰り返すと，実は f(z)は無限回微分可能であり，任
意の pに対し p回微分 f (p)(z)もまた，同じ収束円で正則が分る．よって，
テーラー展開に関する基本的な事実から

cn =
1

n!

dnf

dzn
(a) =

f (n)(a)

n!

ただし，f (n)(z)は f(z)の n階導関数を表す．即ち，

定理 13.1. z = aで正則な関数は z = aで解析的である．解析関数は正
則であったので，f(z)が z = aで正則であるための必要十分条件は f(z)

が z = aで解析的であることである．とくに，正則関数の導関数は正則で
ある．

定理 13.2. f(z)が{|z−α| ≦ ρ}で正則な関数とする．その時{|z−α| < ρ}
なる zに対して，

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
|z−α|=ρ

f(ζ)

(ζ − z)n+1
d ζ

が成立する．
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Proof. n = 1の時を示せば，後は帰納法で示せる．

Cρ = {|z − α| = ρ}

とおく．

f(z)− f(z′) =
1

2πi

∫
Cρ

(
1

ζ − z
− 1

ζ − z1
)f(ζ) d ζ

=
1

2πi

∫
Cρ

(z − z1)f(ζ)

(ζ − z)(ζ − z1)
d ζ

よって，
f(z)− f(z′)

z − z1
=

1

2πi

∫
Cρ

f(ζ)

(ζ − z)(ζ − z1)
d ζ

よって，

f ′(z1) = lim
z→z1

f(z)− f(z′)

z − z1
=

1

2πi

∫
Cρ

f(ζ)

(ζ − z1)2
d ζ.

命題 13.1. f(z, ζ)は {|z| ≦ r} × {|ζ| = ρ}上定義された関数で

(1) f(z, ζ)は ζ を固定したとき，z の関数として |z| <≦ rで連続かつ
|z| < rで正則である．

(2) f(z, ζ)は zを固定したとき，ζの関数として |ζ| = ρ上で連続である．

(3) |f(z, ζ)| ≦ M が {|z| ≦ r} × {|ζ| = ρ}で成り立つ．但し，M は定
数である．
『この条件は f(z, ζ)が {|z| ≦ r} × {|ζ| = ρ}で連続ならば満たさ
れる』．

を満たすとき，
φ(z) =

∫
|ζ|=ρ

f(z, ζ) dζ

で定義される関数 φ(z)は |z| < rで正則である．

Proof. |ζ| = ρなる ζ を固定する．そのとき，f(z, ζ)は

f(z, ζ) =
1

2πi

∫
|w|=r

f(w, ζ)

w − z
dw
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と表される．
φ(z) =

∫
|ζ|=ρ

f(z, ζ) dζ

=
1

2πi

∫
|ζ|=ρ

(∫
|w|=r

f(w, ζ)

w − z
dw

)
dζ

=
1

2πi

∫
|w|=r

1

w − z

(∫
|ζ|=ρ

f(w, ζ) d ζ

)
dw

=
1

2πi

∫
|w|=r

φ(w)

w − z
dw

そのとき，
φ(z + h)− φ(z)

h
− 1

2πi

∫
|w|=r

φ(w)

(w − z)2
dw

=
1

2πi h

∫
|w|=r

(
1

w − z − h
− 1

w − z
− h

(w − z)2

)
φ(w) dw

=
h

2πi

∫
|w|=r

φ(w)

(w − z − h)(w − z)2
dw

h → 0とすれば，φ(z)は |z| < rで複素微分可能（正則関数）で，

φ′(z) =
1

2πi

∫
|w|=r

φ(w)

(w − z)2
dw

を満たす事が分かる．

注意 13.1. ζ を固定すれば

f(z, ζ) =
1

2πi

∫
|w|=r

f(w, ζ)

w − z
dw

であったので，命題 1より，

fz(z, ζ) =
1

2πi

∫
|w|=r

f(w, ζ)

(w − z)2
dw

が存在する事が分かる．そのとき，fz(z, ζ)の {|z| < r} × {|ζ| = ρ}での
連続性も分かる．よって，

φ′(z) =
1

2πi

∫
|w|=r

φ(w)

(w − z)2
dw

=
1

2πi

∫
|w|=r

dw

(w − z)2

∫
|ζ|=ρ

f(w, ζ) dζ

=
1

2πi

∫
|ζ|=ρ

dζ

∫
|w|=r

f(w, ζ)

(w − z)2
dw

=

∫
|ζ|=ρ

fz(z, ζ) dζ
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14 正則関数の一般的性質
14.1 Cauchyの評価式とその応用
f(z) を z = a 中心，半径 R > 0 の開円板 ∆(a;R) で正則かつ境界

C : {z ∈ C ; |z − a| = R}で連続とする．このとき，|z − a| < Rをみた
す αzに対し，

f(z) =
1

2πi

∫
C

dζ

ζ − z

=

∞∑
n=0

cn (z − a)n

は絶対収束し，0 < ρ < Rなる任意の ρ > 0に対し，閉円板∆(a; ρ)上で
一様収束した．但し，

cn =
1

2πi

∫
C

f(ζ) dζ

(ζ − a)n+1
.

そのとき，f(z)はコンパクト集合 C 上で連続だから，最大値

M(ρ) = max
|ζ−a|=ρ

|f(ζ)|

とおくと

|cn| =
1

2π

∣∣∣∣∫
C

f(ζ) dζ

(ζ − a)n+1

∣∣∣∣
≦ 1

2π

∫
C

|f(ζ)|
|ζ − a|n+1

|dz|

≦ 1

2π

∫
C

M(ρ)

ρn+1
|dz|

=
M(ρ)

2πρn+1

∫
C
|dz|

=
M(ρ)

2πρn+1
· 2πρ

=
M(ρ)

ρn

この時，

定理 14.1 (Liouvilleの定理). f(z)を全平面で正則かつ有界な関数とす
る（即ち，|f(z)| < K が全ての zに対して成立する）その時，f(z)は定
数関数である．
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Proof. 　 f(z)は有界だから，正の定数K > 0が存在し，|f(z)| ≦ Kが全
ての z ∈ Cに対して成立する．任意の ϵ > 0に対して，正の実数R >

n

√
K

ϵ
となるように選ぶ．この R > 0に対して，f(z)は ∆(0;R) で正則だから，

この閉円板上で f(z) =
∞∑
n=0

cnz
nとテーラー展開できる．Cauchyの評価

式より，
|cn| ≦

K

Rn
< K · ϵ

K
< ϵ (n ≧ 1)

よって，n ≧ 1に対して，cn = 0.即ち，f(z) = c0（定数）が |z| < ∞に
ついて言える．

定理 14.2 (代数学の基本定理). 複素数を係数にもつ代数方程式
zn + a1z

n−1 + · · ·+ an−1z + an = 0

は複素数の範囲で解をもつ．即ち，
f(z) = zn + a1z

n−1 + · · ·+ an−1z + an (a0 6= 0)

とおいたとき，f(z)の零点集合について，
{z ∈ C : f(z) = 0} 6= ∅

である．
Proof. 任意の z ∈ Cに対し，f(z) 6= 0とする.そこで，g(z) =

1

f(z)
と

おく．
(1) g(z) :=

1

f(z)
は C上の正則関数である．

(∵)
∂f

∂z
= 0 より ∂g

∂z
= − 1

(f(z))2
∂f

∂z
= 0.

(2) |f(z)| ≧ |zn| − (|a1| |z|n−1 + |a2| |z|n−2 + · · ·+ |an|)．
(∵) 容易に次が分かる．∣∣zn + a1z

n−1 + · · ·+ an
∣∣ ≧ |zn| −

∣∣a1zn−1 + · · ·+ an
∣∣∣∣a1zn−1 + · · ·+ an

∣∣ ≦ ∣∣a1zn−1
∣∣+ ∣∣a2zn−2

∣∣+ · · ·+ |an|

よって，
|f(z)| =

∣∣zn + a1z
n−1 + · · ·+ an

∣∣
≧ |zn| −

(
|a1| |z|n−1 +

+ |a2| |z|n−2 + · · ·+ |an|
)
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(3) A = max{|a1|, |a2|, . . . , |an|}とおくとき，A > 0であり，|f(z)| > |z|n −A
|z|n − 1

|z| − 1
が成り立つ．
(∵) A = 0なら，a1 = · · · = an = 0.よって，

f(z) = zn =⇒ f(0) = 0

ゆえ，f(z) 6= 0に反する．こうして，A 6= 0となる．A ≧ |ai| (1 ≦
i ≦ n)より，

|f(z)| ≧ |zn| − (|a1| |z|n−1 + |a2| |z|n−2 + · · ·+ |an|)
≧ |zn| −A(|z|n−1 + |z|n−2 + · · ·+ 1)

≧ |zn| −A
|zn| − 1

|z| − 1
= |zn| −A

|zn| − 1

|z| − 1

(4) 　 R > 1 + 2Aなる R > 0に対し．|z| > Rを満たす任意の zに対
し，|f(z)| > 1

2
|z|n >

1

2
Rn が成立する．

(∵) |z| > R = 1 + 2A > 1より，

|zn| −A
|zn| − 1

|z| − 1
> |z|n −A

|z|n

|z| − 1

= (1− A

|z| − 1
)|z|n

>
1

2
|z|n >

1

2
Rn.

(5) 　 |z| ≤ Rに対して，m0 := min
|z|≤R

|f(z)| > 0である．

(6) 　 1

M
= min

{
m0 ,

1

2
Rn

}
> 0とおくと，全ての z ∈ Cに対して，

|f(z)| > 1

M
がなりたつ．よって，任意の z ∈ Cに対し，|g(z)| < M

を得る．

上記の (7)およびリューヴィルの定理より，g(z)は非ゼロ定数関数である．
従って 1

g(z)
= f(z)も非ゼロ定数関数である．しかし，これは不都合であ

る．以上より，f(z) = 0は少なくとも１つ解を持つ．因数定理と代数学
の基本定理を繰り返し適用して，n次の代数方程式は重複を許して丁度 n

個の解を持つ事がわかる．
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14.2 一致の定理
定理 14.3. f(z)は領域Dで正則とする．a ∈ Dに収束するD内の点列

{zn}∞n=1, (zn 6= a)

に対して，f(zn) = 0 (n = 1, 2, . . .)が成立しているならば，D上 f(z) ≡ 0

である.

Proof. lim
n→∞

f(zn) = f(a) = 0. f(z)は z = aで正則だから，a中心の開円
板∆(a, r)で収束する級数

f(z) = c1(z − a) + c2(z − a)2 + · · ·+ cn(z − a)n + · · ·

に展開できる．
k = min{m : |cm 6= 0}

とおく．
主張 14.1. k = ∞.従って，任意の k ≥ 1に対して ck = 0,即ち，∆(a, r)

上 f(z) ≡ 0である．
実際，k < ∞（有限）と仮定して矛盾を導く．

f(z) = (z − a)k {ck + ck+1(z − a) + · · ·+ ck+m(z − a)m + · · · }

φ(z) = ck + ck+1(z− a)+ · · ·+ ck+m(z− a)m + · · · とおく．φ(a) = ckか
つ 0 < |z−a| < rを満たす任意の zに対してφ(z)は収束する事がわかる．
実際，左辺の φ(z) =

f(z)

(z − a)k
. よって，φ(z) = ck + ck+1(z − a) + · · ·+

ck+m(z−a)m+ · · · は z = aでのテーラー展開である．従って，∆(a, r)で
正則である．0 = f(zn) = (zn − a)kφ(zn) であり zn 6= aゆえ，φ(zn) = 0.

よって，lim
n→∞

φ(zn) = φ(a) = 0.一方，φ(a) = ck 6= 0ゆえ，矛盾が生ずる．
こうして，k = ∞，即ち，任意の ck = 0 (k = 1, 2, · · · , ). 故に，∆(a, r)

で f(z) ≡ 0.

主張 14.2. 任意の ∀b ∈ D に対し，f(b) = 0 を示す．さすれば D 上
f(z) ≡ 0であるという結論を得る．
(∵) Dは連結だから弧状連結である．よって，aと bはD内の連続な
曲線Cで結べる．CとDの境界 ∂Dとの最小距離を d > 0とする．C上
に分点 {w0 = a,w1, · · · , wN = b}を次を満たすように取る：

(1) f(z)は∆(wk, rk) : |z−wk| < rk < dで収束する級数に展開できる．
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(2) C ∩∆(wk, rk) ∩∆(wk+1, rk+1) 6= ∅ (0 ≤ k ≤ N).

(3) wk+1 ∈ ∂∆(wk, rk) ∩ C

(4) C ⊂
N⋃
k=0

∆(wk, rk).

今，∆(wk, rk)上で f(z) ≡ 0と仮定する．点列 {zn}∞n=1を

lim
n→∞

zn = wk+1 (zn 6= wk+1)

かつ
{zn}∞n=1 ⊂ C ∩∆(wk, rk) ∩∆(wk+1, rk+1)

を満たすように取る事ができる．仮定から f(zn) = 0 (n = 1, 2, · · · )ゆえ，
∆(wk+1, rk+1)上 f(z) ≡ 0が成立する．従って，帰納法により，f(z) ≡ 0

が∆(b, rN )で成立する事が分る．従って，f(b) = 0，即ち，D上 f(z) ≡ 0

が示された．

系 14.1. 領域Dで定数でない正則関数 f(z)の零点集合

A := {z ∈ D : f(z) = 0}

は空集合でなければ，孤立点からなる．即ち，任意の a ∈ Aに対して，近
傍∆(a, ρ)が存在して，

∆(a, ρ) ∩ (A− {a}) = ∅

換言すれば，もし f(a) = 0ならば，ρ > 0があって，0 < |z − a| < ρ上
f(z) 6= 0が成立する．特に，ρ > 0を少し小さく取る事により，|z−a| = ρ

上 f(z) 6= 0とできる．

Proof. まず，Aは閉集合である．実際，正則関数 f(z)を写像 f : D −→ C

とみれば連続写像である．一点 0 ∈ Cは Cの閉集合である．従って，閉
集合の連続写像による逆像A = f−1(0)は閉集合である．よって，Aの集
積点はAに含まれる．
Aが集積点 aを持つとすると，Aは閉集合だから a ∈ Aかつ任意の

∀ρ > 0に対して
∆(a,∀ ρ) ∩ (A− {a}) 6= ∅

が成立する．特に，ρ > 0として， lim
n→∞

ρn = 0なる単調減少列

ρ1 > ρ2 > . . . > ρn > · · · → 0
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をとれば，
∃zn ∈ ∆(a,∀ ρn) ∩ (A− {a}) 6= ∅ (n = 1, 2, · · · )

を得る．即ち，点列 {zn}∞n=1 ⊂ A−{a}で，|zn−a| < ρn (n ≥ 1)を満たす
ものが存在する．特に， lim

n→∞
zn = a (zn 6= a)を得る．{zn}∞n=1 ⊂ A−{a}

より f(zn) = 0 (n ≥ 1).一致の定理より，Dで f(z) ≡ 0である．これは，
f(z)が定数でないという仮定に矛盾する．従って，零点集合Aは決して
集積点を持たないので，孤立点ばかりからなる．

14.3 開写像定理
定理 14.4 (開写像定理). 複素平面 C上の領域Dで定義された正則関数
f(z)を（正則）写像 f : D −→ Cとみるとき，fは開写像である．即ち，任
意の開部分集合 U ⊂ Dに対してその像 f(U)は Cの開集合である．従っ
て，U ⊂ Dが部分領域ならば f(U)もまた領域である．

Proof. ∀w0 ∈ f(U)をとる．このとき，w0 = f(z0)となる ∃z0 ∈ Uがある．
♠ f(U)が開集合である事を示すには w0のある近傍が f(U)に含まれ
る事を言えばよい．
今，正則関数 f(z)−f(z0) = f(z)−w0は z = z0を零点に持つ．一致の定
理より z0を中心とする半径 ρ > 0の円周 |z−z0| = ρ上で f(z)−f(z0) 6= 0

（決して零を取らない）とできる．そのとき，

d := min
|z−z0|=ρ

|f(z)− f(z0)| > 0

主張 14.3. w 6∈ f(U) & |w − w0| < d =⇒ |w − w0| ≥ d
2

これは
∆(w0,

d

2
) :=

{
w : |w − w0| <

d

2

}
⊂ f(U)

を意味する．即ち，f(U)が w0の近傍∆(w0,
d
2)を含む事を意味する．

主張 3 の証明
w 6∈ f(U)より，f(z)−w 6= 0が |z− z0| ≤∃ ρ < dで成立する．よって，

g(z) :=
1

f(z)− w
6= 0は |z − z0| ≤ ρで正則．Cauchy の積分公式より，

g(z0) =
1

2πi

∫
|z−z0|=ρ

g(z)

z − z0
dz.
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一方．
1

|w − w0|
= |g(z0)| ≤

1

2π

∫
|z−z0|=ρ

∣∣∣∣ g(z)

z − z0

∣∣∣∣ |dz|

=
1

2πρ

∫
|z−z0|=ρ

1

|f(z)− w|
|dz|

≤ 1

2πρ

∫
|z−z0|=ρ

1

|f(z)− w0| − |w − w0|
|dz|

≤ 1

2πρ

∫
|z−z0|=ρ

|dz|
d− |w − w0|

(∵ |w − w0| < d)

=
1

d− |w − w0|
1

2πρ

∫
|z−z0

|dz|

=
1

d− |w − w0|

故に，|w − w0| ≥
d

2
を得る．

14.4 最大絶対値の定理
定理 14.5 (最大絶対値の定理). 領域D ⊂ Cで定義された正則関数 f(z)の
絶対値 |f(z)|がDの内点で最大値をとれば f(z)は定数関数である．従っ
て，定数でない正則関数は領域の内点で決して最大値を取らない．

Proof. f(z)は定数関数ではないと仮定する．f(z)がDの内点 a ∈ Dで
最大絶対値Mをもつとうれば，|f(a)| := M ≧ |f(z)|が全ての z ∈ Dに対
して成立する．f(z)は z = aで正則だから，a中心の閉円板∆(a, ρ) ⊂ D

があって，f(z)は∆(a, ρ)で正則である．よって，

f(z) =

∞∑
k=0

ck(z − a)k < ∞

は∆(a, ρ)上で絶対一様収束する．
ここで，∫ 2π

0
|f(a+ ρeit)|2 dt =

1

ρ

∫
|z−a|=ρ

|f(z)|2 |dz| ≤ 2πM2
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を得る．一方，∫ 2π

0
|f(a+ ρeit)|2 dt =

∫ 2π

0
f(a+ ρeit) · f(a+ ρeit) dt

=
∞∑
k,ℓ

∫ 2π

0
ckcℓρ

k+ℓei(k−ℓ)t dt

=
∞∑
k,ℓ

{
ckcℓρ

k+ℓ ·
(∫ 2π

0
ei(k−ℓ)t dt

)}

= 2π

∞∑
k=0

|ck|2ρ2k

(∵) ∫ 2π

0
ei(k−ℓ)t dt =

0 k 6= ℓ

2π k = ℓ

ゆえ，

2πM2 =

∫ 2π

0
M2 d t ≧

∫ 2π

0

∣∣f(a+ ρeit)
∣∣2 d t = 2π

∞∑
k=0

|ck|2ρ2k

を得る. こうして，最終的に
∞∑
k=0

|ck|2ρ2k ≦ M2 (Gutzmerの不等式という)

を得る．ここで，c0 = f(a)だから，|c0| = |f(a)| = M .

|c0|2 +
∞∑
k=1

|ck|2ρ2k = M2 +
∞∑
k=1

|ck|2ρ2k ≤ M2

こうして
∞∑
k=1

|ck|2ρ2k ≤ 0

従って，ck = 0 (k ≥ 1). 即ち，f(z) = c0が∆(a, ρ)で成立．一致の定理
より f(z)は領域Dで定数関数となり矛盾．以上より，|f(z)|は定数でな
ければDの内点で最大値を取らない．
系 14.2. 閉領域Dで非定数な正則関数 f(z)はDの境界 ∂Dで最大値絶
対値をとる．特に，

max
z∈D

|f(z)| = max
z∈∂D

|f(z)| = |f(z0)| (∃z0 ∈ ∂D)

かつ
|f(z)| < |f(z0)| (∀z ∈ D).
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14.5 シュワルツの定理
定理 14.6 (シュワルツの定理). f(z)は |z| < Rで正則，そこで |f(z)| ≦ M ,

かつ f(0) = 0ならば，

|f(z)| ≦ M

R
|z|, |z| < R.

また，z 6= 0に対して等号が成立するのは

f(z) = λ
M

R
z (|λ| = 1)

の時である．

Proof. f(0) = 0より，f(z) =
∞∑
n=1

cnz
n = z

∞∑
n=1

cnz
n−1とテーラー展開さ

れる．今，φ(z) =

∞∑
n=1

cnz
n−1は z = 0で正則である．故に，

F (z) =


f(z)

z
if z 6= 0

c1 if z = 0

と定義すれば，F (z)は |z| < Rで正則である．
|z| ≦∀ ρ < R

とすれば，
max
|z|≦ρ

|F (z)| = max
|z|=ρ

|F (z)|

が最大絶対値の定理より成立する．よって，∣∣∣∣f(z)z

∣∣∣∣ ≦ max
|z|=ρ

∣∣∣∣f(z)z

∣∣∣∣ ≦ M

ρ
.

よって，
|f(z)| ≦ M

ρ
|z|

0 < ρ < Rの任意性から ρ → Rとして結果が従う．
もし，

|f(z)| = M

R
|z| =⇒ |F (z)| =

∣∣∣∣f(z)z

∣∣∣∣ = M

R

より，f(z)

z
= C（定数）．よって，

|C| =
∣∣∣∣MR

∣∣∣∣ =⇒ C = eiθ
M

R
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15 正則関数の特異点
15.1 ローラン展開
補題 15.1. f(z)は {z ∈ C : 0 < R1 < |z − a| ≦ R2}で正則とする．任
意のR1 < r < R2に対して，

∫
Cr

f(z) d zは rに無関係である．

Proof. ∫
Cr

f(z) d z =

∫ 2π

0
f(a+ reit)rieit d t

= i

∫ 2π

0
g(a+ reit)dt

但し (g(z) = (z − a)f(z))

d

d r

∫
Cr

f(z) d z = i

∫ 2π

0
g′(a+ reit)eit dt

=
1

r

∫ 2π

0

d

d t
g(a+ reit) d t

=
1

r
{(g(a+ r)− g(a+ r)} = 0

よって，
∫
Cr

f(z) d zは rに無関係である．

補題 15.2. f(z)を円環領域 Ω := {z ∈ C : r1 < |z − a| < r2}で正則な
関数とする．c ∈ Ωとする．ρ1, ρ2を r1 < ρ1 < |c − a| < ρ2 < r2となる
ように選ぶ．そのとき，

f(c) =
1

2πi

∫
|z−a|=ρ2

f(z)

z − c
d z − 1

2πi

∫
|z−a|=ρ1

f(z)

z − c
d z

が成立する．

Proof. g(z) =


f(z)− f(c)

z − c
, if z ∈ Ω, z 6= c

f ′(c) , if z = c
とおくと，

g(z)は Ωで正則な関数である．補題 9より，∫
|z−a|=ρ2

g(z) d z =

∫
|z−a|=ρ1

g(z) d z.

∫
|z−a|=ρ

d z

z − c
=

2πi , if |c− a| < ρ

0 , if |c− a| > ρ
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より， ∫
|z−a|=ρ2

g(z) d z =

∫
|z−a|=ρ2

f(z)− f(c)

z − c
d z

=

∫
|z−a|=ρ2

f(z)

z − c
d z − 2πif(c)

∫
|z−a|=ρ1

g(z) d z =

∫
|z−a|=ρ1

f(z)− f(c)

z − c
d z

=

∫
|z−a|=ρ1

f(z)

z − c
d z − 0

よって， ∫
|z−a|=ρ2

f(z)

z − c
d z − 2πif(c) =

∫
|z−a|=ρ1

f(z)

z − c
d z.

定理 15.1. f(z)を円環領域

Ω := {z ∈ C : 0 ≦ r1 < |z − a| < r2 ≦ ∞}

で正則な関数とする．そのとき，複素数列 {cn}n∈Z一意的に存在し，

f(z) =

∞∑
n=−∞

cnz
n

と表される．この級数は Ωの任意のコンパクト集合上で一様かつ絶対収
束する．

Proof. w ∈ Ωとし，ρ1, ρ2を r1 < ρ1 < |w − a| < ρ2 < r2を満たすよう
に選ぶ．r1 < r < r2とし，

cn :=
1

2πi

∫
|z−a|=r

f(z)

(z − a)n+1
d z, n ∈ Z

とおく．補題 9より cnは rに依存しない．

(a) |w − a| < ρ2, |z − a| = ρ2に対して，
1

z − w
=

1

(z − a)− (w − a)
=

1

z − a
· 1

1− w − a

z − a

.
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一方，
∣∣∣∣w − a

z − a

∣∣∣∣ < 1ゆえ，

1

1− w − a

z − a

=
∞∑
n=0

(
w − a

z − a

)n

と表される．よって，一様収束する級数

1

z − w
=

∞∑
n=0

(w − a)n

(z − a)n+1

を得る．こうして，

1

2πi

∫
|z−a|=ρ2

f(z)

z − w
d z =

∞∑
n=0

cn(w − a)n · · · (a.1).

特に，　 r1 < |w − a| < r2をみたす任意の wに対し，(a.1)は収束
するので，アーベルの定理より,(a.1)は |w − a| < ρ2 < r2で絶対一
様収束する．

(b) |w − a| > ρ1, |z − a| = ρ1に対して，同様に

1

z − w
= − 1

w − a
· 1

1− z − a

w − a

= −
∞∑

m=0

(z − a)m

(w − a)m+1

も一様収束する．よって，

∫
|z−a|=ρ1

f(z)

z − w
d z

= −
∞∑

m=0

(w − a)−m−1 · 1

2πi

∫
|z−a|=ρ1

f(z)(z − a)m d z

= −
∞∑

m=0

cm+1

(
1

w − a

)m+1

· · · (b.1)

= −
−1∑

n=−∞
cn(w − a)n

(
n = −m− 1と置いた)

特に，(b.1)は |w − a| > ρ1 > r1なる任意の点 wで収束するので，
アーベルの定理の証明から |w− a| > ρ1で絶対一様収束する事がわ
かる．
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補題 9.2より，

f(w) =
∞∑

n=−∞
cn(w − a)n · · · (∗)

が成り立ち，(a), (b)より，(∗)は ρ1 < |w− a| < ρ2で絶対一様収束する．

最後に一意的に {cn}n∈Zが決まる事を示す．
f(z) =

∑
n=−∞

λn(z − a)n z ∈ Ω.

とする．一様収束性から r1 < r < r2に対し，∫ 2π

0
f(a+ reit)e−mit d t =

∞∑
n=−∞

λn

∫ 2π

0
rnei(n−m)t d t

= λmrm

よって，

λm =
1

rm

∫ 2π

0
f(a+ reit)e−imt d t

=
1

2πi

∫
|z−a|=r

f(z)

(z − a)m+1
d z

= cm.

よって，一意性も示された．

定義 15.1.

f(z) =
∞∑
−∞

cn(z − a)n , 0 < |z − a| < r

を0 < |z−a| < r上で定義された正則関数の f(z)の z = a中心のLaurent

（ローラン）展開という．
定義 15.2. 点 z = a ∈ Cが正則関数 f(z)の特異点であるとは，ある正
の数 r > 0があって，f(z)が 0 < |z − a| < rで正則であるときをいう．
従って，f(z)が z = aを特異点としてもてば，f(z)は z = a中心とする
ローラン展開表示できる．

15.2 除去可能特異点
定理 15.2 ( Riemannの拡張定理). a ∈ Cとし，f(z)は 0 < |z − a| <∃ r

で正則な関数とする．そのとき，
lim
z→a
z ̸=a

(z − a)f(z) = 0 (♠)
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ならば |z − a| < rで正則な関数 F (z)が存在して F
∣∣
0<|z−a|<r

= f とで
きる．この正則関数 F (z)を f(z)の z = aでの拡張という．条件 (♠)は
f(z)が 0 < |z − a| < δ < rで有界ならば満たされる．
Proof. z = a中心のローラン展開

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n

は r1 ≦ |z − a| ≦ r2 < rで絶対一様収束する．ここに，

cn =
1

2πi

∫
|z−a|=ρ

f(z)

(z − a)n+1
d z (0 < αρ < r , n ∈ Z)

今,f(z)が 0 < |z− a| < ρで有界より |f(z)| < M(ρ)が 0 < |z− a| < ρを
満たす任意の zに対して成立する．

|cn| =
∣∣∣∣∫ 2π

0
f(a+ reit)

1

ρn enit
d t

∣∣∣∣ ≦ M(ρ)

ρn

n ≦ −1に対し， lim
ρ→0

M(ρ)

ρn
= 0より，cn = 0 for n ≦ −1. よって，

0 < |z − a| < rを満たす全ての zに対し，

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n

を得る．一方，この級数は |z−a| < rでも広義一様収束するから |z−a| < r

で正則な関数 F (z)を定める．特に，F (z) = f(z)が 0 < |z − a| < ρで成
立しているから，f(z)は f(a) = c0と定義すれば |z − a| < rで正則な関
数 F (z)に拡張できる．

注意 15.1. 定理 20をリーマンの除去可能特異点定理ということもある．
即ち f(z)が 0 < |z − a| < rで正則で，0 < |z − a| <∀ ρ < rで有界なら
ば z = aは f(z)の除去可能な特異点 (Removable singularity)という．
z = aが f(z)の除去可能な特異点ならば f(z)のローラン展開の負冪の項
は全てゼロである．
ローラン展開を用いない別証明を紹介しよう．

lim
z→a
z ̸=a

(z − a)f(z) = 0

とする．そこで，|z − a| < r上の関数 g(z)を

g(z) =

(z − a)2f(z) if z 6= a

0 if z = a
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と定義すると

lim
ζ→a
ζ ̸=a

g(ζ)− g(a)

ζ − a
= lim

ζ→a
ζ ̸=a

(ζ − a)f(ζ) = 0

なので，g(z)は z = aで複素微分可能である．一方，明らかに g(z)は
0 < |z − a| < rで複素微分可能なので，結局, g(z)は |z − a| < rで正則
である．g(a) = g′(a) = 0より，

g(z) =
∞∑
n=0

g(n)(a)

n!
(z − a)n = (z − a)2

∞∑
n=2

g(n)(a)

n!
zn−2.

よって，

f(z) =

∞∑
n=2

g(n)(a)

n!
(z − a)n−2 =

∞∑
m=0

g(m+2)(a)

(m+ 2)!
(z − a)m

が 0 < |z − a| < ρ < rで成立する．アーベルの定理から |z − a| < ρで絶
対一様収束する．

15.3 極
f(z)を 0 < |z − a| < rで正則な関数とする．そのとき，z = a中心の
ローラン展開

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n, 但し

cn =
1

2πi

∫
|z−a|=ρ

f(z)

(z − a)n+1
d z (n ∈ Z)

できる．

定義 15.3. (1). f(z)が特異点 z = aで N > 0位の極 (pole)を持つと
は，f(z)の z = aでのローラン展開の−(N +1)以降の負冪の項が全てゼ
ロであるとき，即ち，

c−(N+1) = c−(N+2) = · · · = 0.

即ち，

f(z) =
c−N ( 6= 0)

(z − a)N
+ · · ·+ c−1

z − a

+ c0 + c1(z − a) + · · ·+ cn(z − a)n + · · ·
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と表せる．N を f(z)の z = aでの極の位数という．　
−N = orda(f)

と書く．
(2). f(z)の z = aでのローラン展開の係数 c1を f(z)の z = aでの留

数といい，c1 = Res(f ; a)と書く．
命題 15.1. f(z)が z = aでN 位の極をもつとき，z = aは (z − a)Nf(z)

の除去可能な特異点である．
命題 15.2. D ⊂ Cを単純閉曲線Cで囲まれた領域とする．即ち，∂D = C.

a ∈ Dをとる．f(z)がD − {a}で正則とする．そのとき，∫
C
f(z) d z = c−1 = Res(f ; a)

が成立する．
Proof. Dϵ := D−∆(a; ϵ)とおく．∂Dϵ = C−Cϵ,ここにCϵ = |z−a| = ϵ.

f(z)は領域Dϵで正則ゆえ，∫
C
f(z) d z =

∫
Cϵ

f(z) d, z

f(z)は 0 < |z − a| < ϵで正則ゆえ，ローラン展開

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n

は 0 < ϵ1 < |z − a| < ϵで絶対一様収束する．ϵ1 < ρ ≦ ϵに対して，∮
|z−a|=ρ

(z − a)n d z =

2πi if n = −1

0 if otherwise

を考慮に入れて，積分の交換性から∫
C−Cϵ

f(z) d z = 0 ⇐⇒
∫
C
f(z) d z

=

∫
Cϵ

f(z) d z

=

∞∑
n=−∞

cn

(∮
|z−a|=ϵ

1

(z − a)n
d z

)
= 2πi · c−1.

故に，
c−1 =

1

2πi

∮
C
f(z) d z

64



系 15.1. 0 < |z − a| < rで正則な関数 f(z)が z = aでN 位の極を持つ
なら，

Res(f ; a) =
1

(N − 1)!

dN−1

dzN−1

{
(z − a)Nf(z)

}∣∣∣
z=a

Proof.

位数 orda(f) = −N ゆえ，

f(z) =
C−N

(z − a)N
+ · · ·+ c−1

z − a
+

∞∑
n=0

cn(z − a)n

と表せる．

g(z) = (z − a)Nf(z)

= c−N + c−(N−1)(z − a) + · · ·+ c−1(z − a)N−1

+
∞∑
n=0

cn(z − a)n+N

とおく．g(N−1)(z) = (N − 1)!c−1 + h(z)，但し，h(z)は |z−a| < rで収束
する冪級数として解析関数とくに正則関数である．特に，h(a) = 0. よっ
て，g(N−1)(a) = (N − 1)!c−1 = (N − 1)! Res(f ; a)を得る．

Res(f ; a) =
g(N−1)(a)

(N − 1)!
=

1

(N − 1)!

dN−1

dzN−1

{
(z − a)Nf(z)

}∣∣∣
z=a

定理 15.3. Ω ⊂ Cを　単純閉曲線Cで囲まれた領域とし，E := {aj}Nj=1 ⊂
Ωを孤立点集合とする．f(z)がC上連続かつΩ−Eで正則としEの各点
aj (1 ≦ j ≦ N)で特異点を持つと仮定する．そのとき，

1

2πi

∮
C
f(z) d z =

N∑
j=1

Res(f ; aj)

Proof. ϵj > 0を∆(aj : ϵj) ⊂ Ωかつ∆(aj : ϵj) ∩∆(ak; ϵk) = ∅であるよ
うにとる．そのとき，コーシーの積分定理から

1

2πi

∮
C
f(z) d z =

N∑
j=1

1

2πi

∮
|z−aj |=ϵj

f(z) d z =
N∑
j=1

Res(f ; aj)
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15.4 本質的特異点
定義 15.4. f(z)は 0 < |z− a| < rで正則とする．z = aが f(z)の本質的
特異点 (Essential singularity)とは，f(z)の z = aでのローラン展開
の負冪の和が無限和のとき，

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n , n ∈ Z

としたとき，任意の−N < 0に対して，c−n 6= 0となる−n < −N が存在
する．即ち，cn = 6= 0となる n < 0が無限個存在する．

例題 15.1.

f(z) = e
1
z = 1 +

1

z
+

1

2!

(
1

z

)2

+ · · ·+ 1

n!

(
1

z

)n

+ · · ·+

は z = aを本質的特異点にもつ．

orda(f) = −∞ ⇐⇒ f(z)は x = aを本質的特異点にもつ

定理 15.4 (The Casorani-Weierstrass Theorem). a ∈ C, r > 0, D∗ :=

{z ∈ C : 0 < |z − a| < r}とし，f(z)をD∗で正則かつ z = aを本質的
特異としてもつとする．そのとき，f(D∗)は Cで稠密である．

Proof. 背理法で示す．即ち f(D∗) 6= Cとすると，∃c ∈ Cがあって，c 6∈
f(D∗).よって，∃δ > 0があって，

f(D∗) ∩ {w ∈ C : |w − c| < δ} = ∅.

よって，g(z) =
1

f(z)− c
はD∗で正則かつ |g(z)| ≦ 1

δ
. リーマンの除去可

能定理からD = {|z − a| < r}で正則な関数G(z)が存在し

G
∣∣
0<|z−a|<r

= g(z).

特に，0 < |z − a| < r上で

G(z) · (f(z)− c) = 1

より，G(z) 6≡ 0である．よって

f(z) = c+
1

G(z)

は |z − a| < r上の有理型関数である．これは，f(z)が z = aで本質的特
異点を持つという仮定に反する．よって証明された．
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注意 15.2. 今，G(a) = 0で z = aでの位数がmなら

f(z) = c+
1

(z − a)m
(dm + dm+1(z − a) + · · · )

より，z = aは f(z)の極である．一方，G(a) 6= 0ならば z = aは f(z)の
除去可能な特異点である．

15.5 正則関数の特異点の分類
最終的に，正則関数の特異点については以下の事が分かった．f(z)を

0 < |z− a| < rで正則な関数で z = aは f(z)の特異点とする．そのとき，
特異点は以下の３パターンに分類される．
( I ) lim

z→a
f(z) < ∞（有限確定値）⇐⇒ x = aは f(z)の除去可能特異点.

( II ) lim
z→a

f(z) = ∞（無限確定値） ⇐⇒ x = aは f(z)の極.

(III) lim
z→a

f(z) （不確定値） ⇐⇒ x = aは f(z)の本質的特異点.

16 留数定理
16.1 偏角の原理
定理 16.1. Dを有限個の区分的に滑らかな単純閉曲線Cで囲まれた領域
とし，f(z)はD = D ∪Cでの有理型関数で，C上には極も零点も持たな
いとする．f(z)のDでの零点の位数の総和をN ,極の位数の総和を P と
する．このとき

1

2πi

∫
C

f ′(z)

f(z)
d z = N − P

Proof. α ∈ Dを f(z)の零点とし，その位数を nとする．そのとき，αの
近傍∆(α; δ) ⊂ Dおよび∆(α; δ) ⊂ Dで正則な関数 g(z)が存在し，

f(z) = (z − α)ng(z)

と表される．但し，g(z) = an + an+1(z − α) + · · · は g(α) = an 6= 0ゆ
え，δ > 0を十分小さく取って∆(α; δ) ⊂ Dで g(z) 6= 0とできる．

f ′(z) = n(z − α)n−1g(z) + (z − α)ng′(z)

は∆(α; δ) ⊂ Dで正則であり，g′(z)も∆(α; δ) ⊂ Dで正則である．
f ′(z)

f(z)
=

n

z − α
+

g′(z)

g(z)
.
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このとき，∆(α; δ) ⊂ Dで h(z) =
g′(z)

g(z)
は正則関数である．故に，

1

2πi

∫
|z−α|=ρ

f ′(z)

f(z)
d z

=
1

2πi

∫
|z−α|=ρ

n

z − α
d z +

1

2πi

∫
|z−α|=ρ

h(z) d z = n.

一方，β ∈ Dを f(z)の極で，その位数をmとする．そのとき，同様に，
βの近傍∆(β; r) ⊂ Dおよび∆(β; r) ⊂ Dで正則な関数 k(z)が存在し，

f(z) =
k(z)

(z − β)m

と表される．但し，k(z) = bm + am+1(z − β) + · · · は k(β) = bm 6= 0ゆ
え，r > 0を十分小さく取って∆(β; r) ⊂ Dで k(z) 6= 0とできる．

f ′(z) =
k′(z)

(z − β)m
−m

k(z)

(z − β)m+1

よって，
f ′(z)

f(z)
=

k′(z)

k(z)
− m

z − β

ゆえ，
1

2πi

∫
|z−β|=r

f ′(z)

f(z)
d z = − 1

2πi

∫
|z−β|=r

m

z − β
d z = −m

そこで，{(αi, ni)}si=1 および {(βj ,mj)}tj=1 を f(z)の D内での零点と
ぞの位数，および，極とその位数の全てとすし，∆(αi; δi) (1 ≦ i ≦ s)お
よび∆(βj ; rj) (1 ≦ j ≦ t)をDに含まれる零点と極の近傍とする．その
周を Ciおよび Γj とすると,

1

2πi

∫
C

f ′(z)

f(z)
d z =

s∑
i=1

1

2πi

∫
Ci

f ′(z)

f(z)
d z

+
t∑

j=1

1

2πi

∫
Γj

f ′(z)

f(z)
d z

=
s∑

i=1

ni −
t∑

j=1

mj

= N − P
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定理 16.2. f(z)を領域を区分的に滑らかな単純閉曲線Cで囲まれた領域
Dで有理型関数とする．{a1, . . . , an}を f(z)のD内の重複も許した零点
集合とし，{b1, . . . , bm}を f(z)のD内の重複も許した極の集合とし，f(z)
は境界 C 上では連続で，極も零点も持たないとする．このとき，Dで正
則な関数 φ(z)に対して

n∑
i=1

φ(ai)−
m∑
j=1

φ(bj) =
1

2πi

∫
C
φ(ζ)

f ′(ζ)

f(ζ)
d ζ

を得る．正確には，

{(a1, n1), . . . , (ap, np)}, {(b1,m1), . . . , (bq,mq)}

をそれぞれ相異なる（零点，位数）および（極，位数）とすれば
p∑

i=1

niφ(ai)−
q∑

j=1

mjφ(bj) =
1

2πi

∫
C
φ(ζ)

f ′(ζ)

f(ζ)
d ζ

定理 16.3. C を自分自身と交わってもかまわない区分的に滑らかな閉曲
線とし，C は原点を通らないとする．

n(C) :=
1

2πi

∫
C

1

z
d z

とおく．このとき，n(C)は閉曲線 C の原点の周りの回転数を表す．

Proof. C 上に有限個の点 z0, z1, · · · , zN を C の滑らかな部分にとる．局
所的には log zは 1

z
の原始関数であるから

n(C) =
1

2πi

N∑
i=1

∫ zi

zi−1

d log z =
1

2πi

N∑
i=1

[
log z

]zi
zi−1

=
1

2πi

N∑
i=1

[
log |z|+ i arg z

]zi
zi−1

=
1

2π

N∑
i=1

(arg zi − arg zi−1)

=
1

2π

(
arg zN − arg z0

)
これは，z0 から出発して曲線 C 上を回って再び z0 = zN に戻ったとき，
原点の周りを C が何回廻ったかを示す．
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注意 16.1. （偏角の原理）定理５において，C̃ = f(C)とおく．w = f(z)

と変数変換すれば
1

2πi

∫
C

f ′(z)

f(z)
d z =

1

2πi

∫
C̃

1

w
dw = n(C̃) = N − P

但し，N,P は C で囲まれる領域内部に於ける f(z)の零点および極の個
数（重複許す）を表す．

16.2 ルーシエの定理
定理 16.4. （ルーシエの定理）Dを有限個の区分的に滑らかな閉曲線 C

で囲まれた領域とする．f(z), g(z)をDでの正則関数であって，

|f(z)| > |g(z)| z ∈ C

と仮定する．このとき，D内の f(z)と f(z) + g(z)との零点の個数は等
しい．

Proof. 0 ≦ t ≦ 1に対し，h(z, t) = f(z) + tg(z) z ∈ Dとおく．h(z, t) 6=
0, z ∈ C より，D内の零点の個数N(t)とおくと，偏角の原理から

N(t) =
1

2πi

∫
C

f ′(z) + tg′(z)

f(z) + tg(z)
d z

は整数である．以下の補題よりN(t)は t ∈ [0, 1]の連続関数なので，[0, 1]
で定数である．よって，N(1) = N(0)．故に，f と f + gの零点の個数は
等しい．

補題 16.1. N(t) (0 ≦ t ≦ 1)は連続関数である．

Proof. m(t) = inf
z∈C

|h(z, t)|とおく．Cはコンパクトより，∃zt ∈ Cが存在
して，

m(t) = |f(zt) + tg(zt)|

を満たす．

(1) m(t)は [0, 1]上，m(t) > 0となる連続関数である．
実際，任意の z ∈ C に対して，|f(z) > |g(z)|だから，

m(t) = |f(zt) + tg(zt)| ≧ |f(zt)| − t|g(zt)|
≧ |f(zt)| − |g(zt)| > 0

次に，m(t)の連続性を示そう．
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任意の t1, t2 ∈ [0, 1]に対して，∃zt1 ,
∃zz2 が存在して，

m(t1) = |f(zt1) + t1|g(zt1)|, m(t2) = |f(zt2) + t1|g(zt2)|

今，
m(t2) = inf

z∈C
|f(z) + t2g(z)|

≦ |f(zt1) + t2g(zt1)|
= |f(zt1) + t2g(zt1)− t1g(zt1) + t1g(zt1)|
≦ |f(zt1) + t1g(zt1)|+ |t2 − t1|g(zt1)
≦ m(t1) + |t2 − t1|max

C
|g(z)|

が成立する．t1と t2を入れ替えて，
m(t1) ≦ m(t2) + |t2 − t1|max

C
|g(z)|

をうるよって，
|m(t2)−m(t1)| ≦ |t2 − t1|max

C
|g(z)|

を得る．これは，m(t)の連続性を示す．従って，m(t) > 0を考慮
すれば，

m = inf
0≦t≦1

m(t) > 0

を得る．

(2) N(t) (0 ≦ t ≦ 1)の連続性．
| (f(z) + t2g(z)) (f(z) + t1g(z)) | ≧ m(t1)m(t2) ≧ m2ゆえ，

|N(t2)−N(t1)|

≦ 1

2π

∫
C

∣∣∣∣(t2 − t1) (g(z)f
′(z)− g′(z)f(z))

(f(z) + t2g(z)) (f(z) + t1g(z))

∣∣∣∣ |d z|
≦ L(C)

m2
|t2 − t1| sup

C
|
(
g(z)f ′(z)− g′(z)f(z)

)
|

=
G · L(C)

m2
|t2 − t1|

但し，L(C)は C の長さ，
G := sup

C
|
(
g(z)f ′(z)− g′(z)f(z)

)
|

とおく．これはN(t)の連続性を示す．
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17 リーマンの写像定理
17.1 関数列に関する復習
定理 17.1 (Cauchyの収束判定条件). 実数列 {an}∞n=1が収束するための
必要十分条件は {an}∞n=1がCauchy列をなすことである．即ち，任意の
ϵ > 0に対して，ある番号N(ϵ)が存在して，n > m > N(ϵ)なる全ての
m,nに対し，

|an − am| < ϵ

が成立する事（実数の連続性公理と同値）．

系 17.1. 複素数列 {zn}∞n=1が収束するための必要十分条件は {zn}∞n=1が
Cauchy列をなすことである．即ち，任意の ϵ > 0に対して，ある番号
N(ϵ)が存在して，n > m > N(ϵ)なる全てのm,nに対し，

|zn − zm| < ϵ

が成立する事．

Proof. zn = an+ i bn an, bn ∈ Rとおき，実数列に関するコーシーの収束
判定条件に帰着させる．その際，以下の不等式を用いる：

{|an − am|, |bn − bm|} ≦ |zn − zm| ≦ |an − am|+ |bn − bm|

定義 17.1. 領域D ⊂ C上の複素関数列 {fn(z)}がDで広義一様収束す
るとは，任意のコンパクト集合 K ⊂ D 上，{fn(z)}が一様収束するこ
と．即ち，任意の ϵ > 0に対して，ある番号 N(ϵ,K) > 0が存在して，
m,n > N(ϵ,K)なる全てのm,nに対し，任意の z ∈ K に対し，

|fn(z)− fm(z)| < ϵ · · · (∗)

が成立する事である．今，

‖f‖K = sup
z∈K

|f(z)|

を関数 f(z)のK 上の sup-normという．このとき，条件 (∗)は

‖fn − fm‖K < ϵ

をしてもよい．
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注意 17.1. z ∈ D を固定すれば {fn(z)} は複素数列である．従って，
{fn(z)}がCauchy列をなせば系２から収束し，極限値がzに対して唯一つ存在
する．それを f(z)と表す．f(z)は z ∈ Dに応じて唯一つ定まるので，D

上の関数 f : D → Cを定める．こうして，

lim
n→∞

fn(z) = f(z) for ∀z ∈ D

これを，D上の関数列 {fn}がD上の関数 f に各点収束するという．ϵ− δ

式に表現すれば，各点 z ∈ Dをとれば，任意の ϵ > 0に対して，番号N(ϵ, z)

が存在して，n > N(ϵ, z)なる全ての nに対し，

|fn(z)− f(z)| < ϵ

が成立するときをいう．
次に，K 上の関数列 {fn}がK 上の関数 f に一様収束するとは，任意
の ϵ > 0に対して，ϵ > 0とK のみに関係する番号N(ϵ,K)が存在して，
n > N(ϵ,K)なる全ての nに対し，

|fn(z)− f(z)| < ϵ · · · (∗)

が任意の z ∈ K に対して成立するときをいう．今 z ∈ K に対して，

|fn(z)− f(z)| ≦ ‖fn − f‖K

なので，(∗)は
‖fn − f‖K < ϵ

で置き換えてもよい．

関数列の収束と関数値の収束の区別せよ！
領域D ⊂ Cでの関数の集まり（関数族）を FDとおく．
定義 17.2. 関数族 F := FD が α ∈ Dで同程度連続であるとは，任意の
ϵ > 0に対して，，ϵ > 0と αのみ依存する正数 δ := δ(ϵ, α) > 0が存在し，
|z − α| < δを満たす z ∈ Dに対して

|f(z)− f(α)| < ϵ for ∀f ∈ F

要は，δ > 0がFの個々の関数に依らないという事である．F がDの各点で同程度連続
であるとき，Dで同程度連続であるという．
定義 17.3. 関数族 F := FD が α ∈ Dで広義一様有界であるとは，正数
Mα > 0が存在し，

|f(α)| < Mα for ∀f ∈ F
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を満たす時をいう．ここで，MαはFの個々の関数f ∈ Fに依らないでα ∈
Dのみに依存して取れることが本質的である．関数族 F がDの各点で広義一様有界
のとき，FはDで広義一様有界という．また，関数族FがDで（狭義）一
様有界とは，ある正数M > 0が存在して，Fに属する全ての関数 f(z) ∈ F

に対して，および全ての z ∈ Dに対して

|f(z)| < M

が成立する時をいう．

注意 17.2. 関数の一様有界と関数族の一様有界は違うことを注意する．D

上の関数 f(z)がDで一様有界とは，ある正数M > 0が存在して |f(z)| <
M が全ての z ∈ Dで成立することであった．よって，一様有界な関数の
族 F の元は一様有界な関数となる．逆は一般には言えない．この事を各
自確かめよ．

17.2 正規族
定義 17.4. 関数族FDがDで正規族とは，FDの任意の関数列{fν}∞ν=1がD

で広義一様収束（コンパクト収束ともいう）する部分列{fν,j}∞j=1 ⊂ {fν}∞ν=1

を持つときをいう．

補題 17.1. 正規族FDに属する関数列 {fν}∞ν=1がDで各点収束すれば広
義一様収束する．

Proof. 背理法による．{fν}∞ν=1がDで広義一様収束しないとする．その
とき，あるコンパクト集合K ⊂ Dが存在して {fν}∞ν=1はK で一様収束
しない．仮定より，各点 z ∈ Dに対して，D上の関数（極限関数）f(z)

が存在し
lim
ν→∞

fν(z) = f(z)

を得る．{fν}∞ν=1かK上一様収束しないので，ある正数 ϵ > 0および，部
分列 {fν,j}∞j=1および点列 {zj}∞j=1が存在して，

|fν,j(zj)− f(zj)| ≧ ϵ

が成立する．これは，{fν}∞ν=1がK 上一様収束する部分列を含まない事
を示しており，FDが正規族に反する．

補題 17.2. 正規族FDに属する関数列 {fν}∞ν=1が内点 α ∈ Dに収束する
点列 {zn}∞n=1 (zn 6= α)において収束するなら，{fν}∞ν=1はDで広義一様
収束する．
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Proof. 補題９より，{fν}∞ν=1がDで各点収束する事を云えばよい．背理
法で示す．{fν}∞ν=1がDで各点収束しないならば，ある点 z0 ∈ Dが存在
して，{fν(z0)}∞ν=1は収束しない．もし，部分列 {fν,j}j=1∞ が存在して．

lim
j→∞

fν,j(z0) = ∞

ならば，{fν}∞ν=1の部分列 {fν,j}∞j=1はDで広義一様収束しない．これは，
{fν}∞ν=1が正規族 FD に属する事に反する．従って，{fν(z0)}∞ν=1の値は
有限不確定である．故に，部分列 {fν,jk}∞ȷ=1, {fν,j′k}

∞
k=1が存在し，

lim
k→∞

fν,jk(z0) = γ 6= γ′ = lim
k→∞

fν,j′k(z0)

二つの関数列 {fν,jk}∞ȷ=1, {fν,j′k}
∞
k=1は正規族F に属するので，これらは，

D で広義一様収束する部分列を持つ．それぞれの広義一様収束極限を
φ(z), ϕ(z)とおくと，これらは D 上の正則関数を定める．仮定より，D

内で収束する点列 znに対し，

lim
k→∞

fν,jk(zn) = lim
k→∞

fν,j′k(zn)

ゆえ，φ(zn) = ϕ(zn)が全ての nについて成立する．Dが領域（連結開集
合）なので，一致の定理から φ(z) = ϕ(z)がDの各点で成立する． よっ
て，φ(z0) = ϕ(z0)である．一方，φ(z0) = γ 6= γ′ = ϕ(z0)なので矛盾で
ある．

17.3 アスコリ・アルツェラの定理
補題 17.3 (Montel). 領域D ⊂ C上の正則関数全体の集合をO(D)とお
く．O(D)の部分族

FD(M) = {f ∈ O(D) | ∃M > 0 s.t. |f(z)| < M for ∀z ∈ D}

はD上同程度連続である．

Proof. ∀f ∈ F := FD(M)，および任意の点 ∀α ∈ Dをとる．D = {z ∈
C |z − α| < r} ⊂ Dであるように r > 0を選ぶ．Dの境界を Crとする．
z ∈ Dに対し，

f(z)− f(α) =
1

2πi

∫
Cr

f(ζ)

{
1

ζ − z
− 1

ζ − α

}
d ζ

=
1

2πi

∫
Cr

f(ζ)
z − a

(ζ − z)(ζ − α)
d ζ
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min
ζ∈Cr

|ζ − z| = r − |z − α| > 0 を用いて，

|f(z)− f(α)| ≦ M · |z − α|
r − |z − a|

任意の ϵ > 0に対して，

δ := min(r 2−1, ϵ rM−14=1)

とおく．そのとき，全ての f ∈ F に対して，|z − α| < δならば，

|f(z)− f(α)| ≦ M · |z − α|
r − |z − a|

<
M · δ
r − δ

≦ M · ϵ · rM−14−1

r − r 2−1
<

ϵ

2
.

ここで，δ > 0は関数 f ∈ F には依存しない．よって，F はDで同程度
連続である．

補題 17.4 (Ascoli-Arzelá). 領域Dで関数族 F が同程度連続であってか
つDの各点 z ∈ Dにおいて全ての関数 f ∈ F に対して |f(z)| < Mz とな
る正数Mz > 0が存在すれば，F はDで正規族である．

Proof. 証明は各自適当なテキストを見て確認しておく事．

以上より

定理 17.2 (Montelの定理). 領域D ⊂ C上の正則関数全体の集合をO(D)

とおく．O(D)の部分族

FD(M) = {f ∈ O(D) | ∃M > 0 s.t. |f(z)| < M for ∀z ∈ D}

はD上正規族である．

アスコリ・アルツェラの定理を用いないでモンテルの定理を証明しよう．

定理 17.3 (スティルティスの定理). 領域 D上の一様有界な正則関数列
{fn(z)}∞n=1、即ち，ある正数M > 0が存在して，

|fn(z)| ≦ M, z ∈ D, n = 1, 2, · · ·

とする．このとき，Dで広義一様収束する{fn(z)}∞n=1の部分列{fnk
(z)}∞k=1

が存在する．
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17.4 スティルティスの定理の証明
Dは開集合だから，任意の点 α ∈ Dをとれば，正数R > 0が存在して，

∆R = {z ∈ C : |z − α| ≦ R} ⊂ Dとできる．いま，0 < r < Rなる任意
の r > 0に対して，∆ := {z ∈ C : |z − α| < r}とおく．
(Claim 1)関数列 {fn(z)}∞n=1は∆rで一様収束する部分列 {gm(z)}∞m=1

をもつ．

実際，簡単のため α = 0としよう．各 n = 1, 2, · · · に対して，fn(z)は
∆で正則ゆえ，z = 0の周りのテーラー展開

fn(z) =
∞∑
k=1

c
(n)
k zk

は∆で一様収束する．各 nに対して |fn(z)| < M ゆえ，コーシーの評価
式より， ∣∣∣c(n)k

∣∣∣ < M

Rk+1
, k = 0, 1, 2, · · · , n = 1, 2, · · ·

(i) : k = 0のとき，|c(n)0 | < M が n = 1, 2, · · · に対して成り立つので，有
界な複素数列である．従って，収束する部分列

{c(nj)
0 }∞j=0 ⊂ {c(n)0 }∞n

が存在する．この数列の極限値をA0とする．{c(nj)
0 }∞j=1に対応する関数列:

fn0(z) = c
(n0)
0 + c

(n0)
1 z + c

(n0)
2 z2 + · · ·

fn1(z) = c
(n1)
0 + c

(n1)
1 z + c

(n1)
2 z2 + · · ·

· · ·
fnj (z) = c

(nj)
0 + c

(nj)
1 z + c

(nj)
2 z2 + · · ·

· · ·

を考える．そのとき，

{fnj (z)}∞j=1 ⊂ {fn(z)}∞n=1

である．
(ii) : k = 1のとき，{c(nj)

1 }∞j=0 ⊂ {c(n)1 }∞n=1かつ

|c(n)1 | < M

R
, n = 1, 2, · · ·

ゆえ，
|c(nj)
1 | < M

R
, j = 0, 1, · · ·

77



よって，収束する部分列 {c
(n′

j)

1 }∞j=0 ⊂ {c(nj)
1 }∞j=0をもつ．この部分列の極

限値をA1とおく．{c
(n′

j)

1 }∞j=0に対応する関数列

fn′
0
(z) = c

(n′
0)

0 + c
(n′

0)
1 z + c

(n′
0)

2 z2 + c
(n′

0)
3 z3 + · · ·

fn′
1
(z) = c

(n′
1)

0 + c
(n′

1)
1 z + c

(n′
1)

2 z2 + c
(n′

0)
3 z3 · · ·

· · ·
fn′

j
(z) = c

(n′
j)

0 + c
(n′

j)

1 z + c
(n′

j)

2 z2 + · · ·
· · ·

を考える．ここで，

{c
(n′

j)

0 } ⊂ {c(nj)
0 }, {c

(n′
j)

1 } ⊂ {c(nj)
1 }

である．
我々は関数列 {fnj (z)}∞j=0の zの係数列 {c(nj)

1 }∞j=0に着目し，その部分
列に対応する関数列を選んでいる事から，

{fn′
j
(z)}∞j=0 ⊂ {fnj (z)}∞j=0

である．
(iii) : k = 2のとき，全ての nについて，

|c(n)2 | < M

R2

だから，{c
(n′

j)

2 }∞j=0に対しても

|c
(n′

j)

2 | < M

R2
, j = 0, 1, · · ·

が成立する．こうして，収束する部分列

{c
(n′′

j )

1 }∞j=0 ⊂ {c
(n′

j)

1 }∞j=0, {c
(n′′

j )

2 }∞j=0 ⊂ {c
(n′

j)

2 }∞j=0

が存在する．この部分列の極限値をA2とする．そこで，
{c

(n′′
j )

2 }∞j=0に対応する次の関数列を考える．

fn′′
0
(z) = c

(n′′
0 )

0 + c
(n′′

0 )
1 z + c

(n′′
0 )

2 z2 + c
(n′

0)
3 z3 · · ·

fn′′
1
(z) = c

(n′′
1 )

0 + c
(n′′

1 )
1 z + c

(n′′
1 )

2 z2 + c
(n′′

1 )
3 z3 · · ·

· · ·
fn′′

j
(z) = c

(n′′
j )

0 + c
(n′′

j )

1 z + c
(n′′

j )

2 z2 + c
(n′′

j )

3 z3 · · ·
· · ·
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関数列 {fn′′
j
(z)}∞j=0の選び方から，関数列の部分列の包含関係：

{fn′′
j
(z)}∞j=0 ⊂ {fn′

j
(z)}∞j=0 ⊂ {fnj (z)}∞j=0 ⊂ {fn(z)}∞n=1

を得る．同様に，部分列 {f
n
′′′
j
(z)}∞j=0を得る．

{c
(n′′′

j )

0 } ⊂ {c
(n′′

j )

0 } ⊂ {c
(n′

j)

0 } ⊂ {c(nj)
0 } → A0

{c
(n′′′

j )

1 } ⊂ {c
(n′′

j )

1 } ⊂ {c
(n′

j)

1 } → A1

{c
(n′′′

j )

2 } ⊂ {c
(n′′

j )

2 } → A2

さて，正則関数列 g0(z), g1(z), g2(z), · · ·

g1(z) = c
(n1)
0 + c

(n1)
1 z + c

(n1)
2 z2 + · · ·

g2(z) = c
(n′

0)
0 + c

(n′
１)

1 z + c
(n′

2)
2 z2 + · · ·

g3(z) = c
(n′′

0 )
0 + c

(n′′
１)

1 z + c
(n′′

2 )
2 z2 + c

(n′′
3 )

3 z3 · · ·

g4(z) = c
(n′′′

0 )
0 + c

(n′′′
１ )

1 z + c
(n′′′

2 )
2 z2 + c

(n′′′
3 )

3 z3 · · ·
· · ·

を考える．そこで，改めて

gm(z) =
∞∑
k=0

b
(m)
k zk (m ≧ 0)

とおく．このとき， lim
m→∞

b
(m)
k = Ak (k ≧ 1)

∆R上の正則関数列 {gm(z)}∞m=1は∆r 上 g(z) =
∞∑
k=0

Akz
k に一様収束

する．ここに，{gm(z)}∞m=1は {fn(z)}∞n=1の部分列である．

今，g(z)は∆Rで正則である．実際，収束半径を求めると

|b(m)
k | ≦ M

Rk
=⇒ |Ak| ≦

M

Rk
k = 1, 2, 3, . . .

より
1

lim
k→∞

k
√
|Ak|

=
R

lim
k→∞

k
√
M

= R

を得る．よって，g(z)は∆Rで正則である．
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さて，ϵ > 0に対し，N > 0を十分大きくとれば，0 <
r

R
< 1より，

∞∑
k=N+1

( r

R

)k
< ϵとできる．このN を固定して

L =

∞∑
k=0

rk

とおく．N ′ > 0を十分大きくとれば，∀m > N ′に対し，

|b(m)
k −Ak| < ϵ (k = 0, 1, . . . , N),

とできる．k = 0, 1, 2, . . .に対して，

|Ak|, |b
(m)
k | ≦ M

Rk
(m = 1, 2, . . .)

に注意すれば，任意のm ≧ N ′および，任意の z ∈ ∆rに対して，

|gm(z)− g(z)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

b
(m)
k zk −

∞∑
k=0

Akz
k

∣∣∣∣∣
=

N∑
k=0

|b(m)
k −Ak||z|k

+

∞∑
k=N+1

(|b(m)
k + |Ak|)|z|k

< (L+ 2M)ϵ

よって，{gm(z)}∞m=0は∆rで g(z)に一様収束する．

領域 Dの有理点全体は可算集合より {zi}∞i=1 と番号をつける事ができ
る．ziと ∂Dの距離を di > 0で表し，中心 zi,半径 di

2
の閉円板を δiとす

る．このとき，
D =

∞⋃
i=0

δi

である．まず，(Claim 1)より δ1で一様収束する部分列 {f1n}∞n=1が存在
する．この極限関数を f (1)(z) ; (z ∈ δ1)とする．次に，{f1n}の部分列で
δ2上一様収束する関数列を {f2n}とし，その極限関数を f (2)(z) ; (z ∈ δ2)

とする．このとき，取り方から，{f2n(z)}は δ1 ∪ δ2で一様収束する．特
に，f (2)(z) = f (1)(z) ; z ∈ δ1.以下，同様に
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f11, f12, f13, · · · → f (1)(z), z ∈ δ1

f21, f22, f23, · · · → f (2)(z), z ∈ δ1 ∪ δ2

f31, f32, f33, · · · → f (3)(z), z ∈ δ1 ∪ δ2 ∪ δ3

· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·

· · · fkk · · · · · · → f (k)(z), z ∈
k⋃

ℓ=1

δℓ

· · · · · · fk+1 k+1 · · · → f (k+1)(z), z ∈
k+1⋃
ℓ=1

δℓ

· · · · · · · · · · · ·

そこで，このダイアグラムの対角線にある関数列

f11(z), f22(z), f33(z), . . .

を考える．その構成法より，k ≧ 1を固定した時，対角線に位置する正
則関数列 {fmm(z)}m=k,k+1,...は {fkℓ(z)}ℓ=1,2,...の部分列である．従って，
{fmm(z)}∞m=1は δk上で f (k)(z)に一様収束する．

lim
m→∞

fmm(z) = f (k)(z) = lim
ℓ→∞

fkℓ(z) if z ∈ δk

k ≧ 1は任意なので，{fmm(z)}∞m=1はDで各点収束する．この収束は，実
は，広義一様収束である．実際，任意にコンパクト集合K ⊂ Dをとれば，

K ⊂ D ⊂
∞⋃
i=1

δi

ゆえ，K のコンパクト性から，有限個の δi1 , . . . , δiN（N 個とする）が存
在して，K ⊂

⋃N
j=1 δij とできる．このとき，{fmm(z)}∞m=1は各 δij 上で

一様収束するから，K 上でも一様収束する．

17.5 単連結領域
定義 17.5. 複素平面内の領域D ⊂ Cについて，
(1) Dが関数論的単連結 (holomorphically simply connected)であると
は，任意の閉曲線 γ ⊂ Dおよび D上の任意の正則関数 f(z)に対
して， ∫

γ
f(z) d z = 0

が成立する時をいう．
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(2) D が単連結 (simply connected) であるとは，基本群 π1(D, z0) =

{1} (z0 ∈ D)(自明）の時をいう．

問題 17.1. 定義 17.5の（１）と（２）は同値である事を証明せよ．

以後は，定義 17.5の（１）と（２）は同値である事を前提に話を進める．

17.6 正則対数関数
補題 17.5. 領域D ⊂ Cを複素平面内の単連結領域とし，f(z)をDで零
を取らない (non-vanishing)正則関数とする．そのとき，

eｇ (z) = f(z) (z ∈ D)

を満たすD上の正則関数g(z)が存在する．このようなg(z)は定数2πin (n ∈
Z)の違いを除き一意的に定まる．そのうちの一つを g(z) = log f(z)と表
し，f(z)の対数関数の（一価分岐）という．

Proof. z0 ∈ Dを任意に固定する．D内の任意の点 z ∈ Dに対して，γ ⊂ D

を z0と zを結ぶ曲線とする．このような曲線はDが連結より存在する．
f(z) 6= 0 (z ∈ D)より，

φ(z) =
f ′(z)

f(z)

はDで正則な関数である．

F (z) =

∫
γ
φ(ζ) d ζ =

∫ z

z0

φ(ζ) d ζ

F (z)は z0と zを結ぶD内の曲線 γ ⊂ Dの取り方に依らないで，zにの
みに依存する．実際，γ′ ⊂ Dを z0と zを結ぶD内の他の曲線とすると，
γ · γ′−1がD内の閉曲線である．よって，Dの単連結性から，

0 =

∫
γ·γ′−1

φ(ζ) d ζ =

∫
γ
φ(ζ) d ζ −

∫
γ′
φ(ζ) d ζ

hを十分小さく取れば z+ hと zを結ぶ線分KhがDに含まれるようにで
きる．Khの長さは ℓ(Kh) = |h| > 0である．このとき，∣∣∣∣F (z + h)− F (z)

h
− φ(z)

∣∣∣∣ ≦ 1

|h|
·
∫
K
|φ(ζ)− φ(z)| |dζ|

≦ 1

|h|
ℓ(Kh)max

Kh

|φ(ζ)− f(z)|

= max
Kh

|φ(ζ)− φ(z)| h→0−→ 0
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を得る．よって，

F ′(z) = φ(z) =
f ′(z)

f(z)
(z ∈ D)

が成立する．特に，F (z)は正則関数である．今，
d

dz

(
e−F (z)f(z)

)
= e−F (z)

{
−F ′(z)f(z)− f ′(z)

}
= 0

なので，関数 e−F (z)f(z) ≡ c( 6= 0)（定数関数）である．よって，

f(z) = ceF (z) (c 6= 0)

c 6= 0より，c = ebとなる b ∈ Cが存在する．よって， g(z) = F (z) + b

とおくと，
f(z) = eF (z)+b := eg(z)

を得る．他に，f(z) = eg0(z)なる正則関数 g0(z)をとる．このとき，

eg(z)−g0(z) = 1

従って，(g(z)− g0(z))
′ = 0より，g(z)− g0(z) = θは定数関数．よって，

eθ = 1 ⇐⇒ θ = 2πin (n ∈ Z)

よって，
g0(z) = g(z) + 2πin

即ち，eg(z) = f(z)なる g(z)は定数 2πinの分を除けば一意的に定まる．

系 17.2. Dを単連結領域とし，f : D −→ C∗を正則関数，即ち，f(z)は
D上の決して零を取らない正則関数とする．このとき，任意の n ∈ Zに
対して，D上の正則関数 h(z)で，{h(z)}n = f(z)を満たすものが存在す
る．1の原始 n乗根を ρとすれば，ρkh(z) (1 ≦ n− 1)の選択の自由度が
ある．そのうちの一つを h(z) = n

√
f(z)と表し,f(z)の n乗根関数の一価

分岐という．
Proof. まず，f(z) 6= 0より，補題１７．５によれば，eg(z) = f(z)を満た
すD上の正則関数 g(z)が存在する．そこで，

h(z) := e
g(z)
n

とおくと，h(z)は h(z) 6= 0なる正則関数で

{h(z)}n = eg(z) = f(z)

を満たす．
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系 17.3. f(z) 6= 0を単連結領域D上の単葉関数，即ち，f : D −→ C∗は
単射な正則関数とする．そのとき，h(z) =

√
f(z)および −h(z)が f(z)

の平方根一価正則関数であるが，

h(D) ∩ (−h(D)) = ∅

を満たす．

Proof. (h(z))2 = (−h(z))2 = f(z)より，

h(z) = ±h(z′) ⇐⇒ f(z) = f(z′) ⇐⇒ z = z′.

よって，±h(z)はD上の単葉関数である．w0 ∈ h(D)∩(−h(D))をとれば，
w0 = h(z0) = −h(z1)を満たす z0, z1 ∈ Dが存在する．よって，z0 = z1.

故に，
h(z0) = −h(z0) =⇒ 2h(z0) = 0.

これは，h(z) 6= 0に反する．こうして，結論を得る．

命題 17.1. D ⊂ Cを単連結領域でD 6= Cとする．また，Dの境界 ∂ D

は２点以上含むとする．そのとき，Dを単位円板内に単葉に写像する正
則関数（等角写像）が存在する．

Proof. a 6= b ∈ ∂Dをとり，一次分数変換

w1 = T1(z) =
z − a

z − b

を考える．T1 : D −→ Cw1 は単射正則関数である．

D1 := T1(D) ⊂ Cw1

とおく．そのとき，D1 は単連結で，その境界は w=0,∞を含む．特に，
0 6∈ D1.D1上の単射正則関数 f(w1) = w1はD1上で非ゼロゆえ，w2 :=

g(w1) =
√
w1, w2 = −g(w1) = −√

w1はそれぞれ，D1上の一価正則関数
である．系 17.3より，

g(D1) ∩ (−g(D1)) = ∅

である．ここで，±D2 := ±g(D1)は単連結境域である（正則関数は開写像）．
D̃2 = −D2の内点 cをとれば，ある正数δ > 0が存在し，{|w2−c| ≦ δ} ⊂ D̃2

とできる．そこで，一次分数変換

ζ = T2(w2) =
δ

w2 − c
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を考えると．
T2({|w2 − c| ≦ δ}) = {|ζ| ≧ 1},

T2({|w2 − c| = δ}) = {|ζ| = 1}

をみたす．{|w2 − c| ≦ δ} ∩ D2 = ∅で，T2(w2)は D2 上単葉正則ゆえ，
Ω := T2(D2) ⊂ {|ζ| < 1}は単連結領域である．合成関数

f := T2 ◦ g ◦ T1 : D
T1−→ D1

g−→ D2
T2−→ Ω ⊂ {ζ ∈ C : |ζ| < 1}

は求める単射正則写像である．特に，Ω = f(D)は単連結である．Ωは原
点を含むとしてよい．もし，含まないなら，0 6= α ∈ Ωを取って，

T3(ζ) =
ζ − α

1− αζ

なる一次分数変換を考えればよい．

命題 17.2. z-平面の単位円板∆ := {z ∈ C : |z| < 1}の内部にある単連
結領域 Ωが原点を含み，Ω 6= ∆と仮定する．そのとき，Ωで単葉かつ正
則な関数 ϕ(z)で

|ϕ(z)| < 1 for ∀z ∈ Ω,

かつ
ϕ(0) = 0 , |ϕ′(0)| > 1

なるものが存在する．

Proof. α 6∈ Ωをとる．一次変換

ζ = T1(z) =
z − α

1− αz

により，単位円板 {|z| < 1}は単位円板 {|ζ| < 1}へ一対一等角に写像さ
れる．この写像による Ωの像を Ω∗とおくと，Ω∗は原点を含まない単連
結領域 Ω∗ 6= {|ζ| < 1}である．T1(0) = −α 6= 0 ∈ Ω∗. 今，一次関数 ζ は
Ω∗上でゼロを取らないので，Ω∗の一価正則関数 η = g(ζ)で {g(ζ)}2 = ζ

を満たすものが存在する．今，β := g(−α) ∈ g(Ω∗) =: Ω̃∗である．特に，
Ω∗とΩ̃∗ ⊂ {|η| < 1}は gにおり一対一等角に写像される．そこで，

w = T2(η) =
η − β

1− βη

を考えて，合成関数
ϕ(z) = T2(g(T1(z)))
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を作ればこれが求めるものである．実際，

ϕ(0) = T2((g(T1(0))) = T2(g(−α)) = T2(β) = 0

かつ
ϕ′(0) = T ′

2(β) · g′(−α) · T ′
1(0) =

1− |α|2

2β(1− |β|2)
.

|α| = |β|2 < 1ゆえ，
|ϕ′(0)| = 1 + |β|2

2|β|
> 1

を得る．

定理 17.4 (Riemannの写像定理). 複素平面内の単連結領域Dはその境
界 ∂Dが少なくとも二つの境界点をもてば，Dから単位開円板への１対１
等角写像を与えるDでの正則関数が存在する．

Proof. 命題 17.1より，Dは z-平面内の単位円板内の原点を含む単連結領
域として良い．そこで，D上の単葉関数の族：

F := {f(z) : f(z) は D で単葉正則, f(0) = 0 , |f(z)| ≦ 1}

今，f(z) = zは F に属するので

F 6= ∅.

また，Dは z = 0を含む領域ゆえ，ある正数 r > 0が存在して，

{|z| ≦ r} ⊂ D

とできる．グッツマーの不等式より，すべての f(z) ∈ F に対し，

|f ′(0) · r| ≦ 1 =⇒ |f ′(0)| ≦ 1

r

が成立する．今，f(z) ∈ F なので，

ρ := sup
f∈F

|f ′(0)|

とおけば
1 ≦ ρ ≦ 1

r
.

上限の定義から，任意の正の整数 k > 0に対し，

ρ− 1

k
< |f ′

k(0)| ≦ ρ.
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を満たす関数 fk ∈ F がある．F は正規族ので，{fk}∞k=1はDで広義一様
収束する部分列 {fkj}∞j=1をもつ．その極限関数を

lim
j→∞

fkj (z) = φ(z)

とおく．φ(z)はDで正則かつWeierstrassの定理から

lim
j→∞

f ′
kj
(0) = φ′(0).

よって，
|φ′(0)| = ρ.

よって，φ(z)は定数でない正則関数．一方，fkj (z) −→ φ(z)は広義一様
収束かつ |fkj (z)| < 1 (j = 1, 2 . . .)ゆえ，|φ(z)| ≦ 1が成立する．
次に，φ(z)がDで単葉である事を示す．実際，φ(z)が単葉でないと仮
定すると２点 α1 6= α2 ∈ Dが存在して，

φ(α1) = φ(α2) = γ

を満たす．正則関数 φ(z) − γ は z = αi (i = 1, 2)で零点をもち，定数で
ない正則関数の零点は孤立点であることから，互いに交わらないD内の
閉円板 {|z−αi| ≦ ri (i = 1, 2)}が存在し，その境界 Γi := {|z−αi| = ri}
上，

|φ(z)− γ| ≧ m

となる正の数m > 0を取る事ができる．一方，{fkj (z)}が φ(z)に広義一
様収束することから，このmに対して，ある番号 jが存在し，

|fkj (z)− φ(z)| < m

が閉円板 {|z − αi| ≦ ri (i = 1, 2)}で成立する．よって，円周 Γi上で

|φ(z)− γ| > |fkj (z)− φ(z)|

が成立する．よって,Rouchéの定理より，Γ1,Γ2で囲まれる円板内で

φ(z)− γ

の零点の数と

fkj (z)− φ(z) + (φ(z)− γ) = fkj (z)− γ

の零点の数は同じである．φ(z) − γ の Γ1,Γ2で囲まれる円板内での零点
の数はそれぞれ１以上であるので，fkj (z)− γのそこでの零点の数もそれ
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ぞれ１以上である．こうして，fkj (z)− γ = 0はそれぞれの円板内で零点
を持つことを意味する．それらを，β1 6= β2とすれば，

fkj (β1) = γ = fkj (β2)

となり，fkj (z)の単葉性に反する．従って，φ(z)はDで単葉である．
今，φ(z)は φ(0) = 0, |φ(z)| ≦ 1なる単葉関数であった．w = φ(z)は

Dから {|w| < 1}への単射正則写像を与える．実際，φ(z)は開写像より，
φ(D)は {|w| ≦ 1}に含まれるC内の開集合なので {|w| < 1}に含まれる．
今．φ(D) 6= {|w| < 1}と仮定すれば，命題 17.2により，φ(D)で正則単
葉な関数 ϕ(w)で，|ϕ(w)| < 1かつ ϕ(0) = 0, |ϕ′(0)| > 1をみたすものが
存在する．合成関数，

Φ(z) = ϕ(φ(z))

は単葉で
Φ(0) = ϕ(φ(0)) = ϕ(0) = 0, |Φ(z)| < 1

を満たすので，F に属する関数である，即ち，Φ(z) ∈ F . 一方，

|Φ′(0)| = |ϕ′(0)| |φ′(0)| > ρ

ゆえ，ρ = sup
f∈F

|f ′(0)|に反する．よって，φ(D) = {|w| < 1}を得る．こ
うして，Dと単位円板 |w| < 1は等角同型である．最後に，このような等
角写像は一意的に存在する事をしめそう．φ1, φ2 : D −→ {|w| < 1}を，
φi(0) = 0, |f ′

i(0)| = ρ ≧ 1なる等角同型写像とする．

h(w) = φ−1
2 ◦ φ1 : ∆ := {|w| < 1} −→ {|w| < 1} = ∆

は
h(0) = 0, h′(0) =

φ′
2(0)

φ′
1(0)

= 1

を満たす，単位円板の同型写像 h ∈ Aut(∆)である．よって，h(w) = w

である．即ち，

φ−1
2 ◦ φ1(w) = w =⇒ φ2

(
φ−1
2 ◦ φ1(w)

)
= φ2(w).

よって，
φ1(w) = φ2(w)

を得る．こうして一意性が証明された．

問題 17.2. Aut(∆)の構造を調べよ．
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