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§1 ベクトル空間の定義 演習問題1 解答

� 問題の難易度の目安【基礎】899 【標準】889 【発展】888

1 (899)(実数値関数のなす空間)

集合X上の実数値関数全体をF = F(X;R)とする．Fにおける加法とスカラー倍を
次のように定義することができる：

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(λf)(x) = λf(x)

ここで，f および gはFの任意の元であり，xはXの任意の元，λは任意の実数値で
ある．このとき，ここで定めた加法・スカラー倍によってF はR上のベクトル空間
になることを示せ．

解 以下，f, g, h ∈ F , x ∈ X, λ, µ ∈ Rとする．

1© (交換法則):
(f + g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x).

ゆえ，f + g = g + f が成り立つ．

2© (結合法則):

((f + g) + h) (x) = (f + g)(x) + h(x) = f(x) + g(x) + h(x)

= f(x) + (g + h)(x)

= (f + (g + h)) (x)

ゆえ，(f + g) + h = f + (g + h)が成り立つ．

3© (零元の存在):
(f + 0)(x) = f(x) + 0(x) = f(x)

ゆえ，f + 0 = f が成り立つ．

4© (逆元の存在): 任意の f ∈ F に対して g(x) := −f(x) (x ∈ X)ととると，

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = f(x)− g(x) = 0

となり，gが f の逆元となる．

5© (分配法則 1):

(λ(f + g)) (x) = λ(f + g)(x) = λ (f(x) + g(x)) = λf(x) + λg(x)

= (λf)(x) + (λg)(x) = (λf + λg) (x)

すなわち，λ(f + g) = λf + λgが成り立つ．
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6© (分配法則 2):

((λ+ µ)f) (x) = (λ+ µ)f(x) = λf(x) + µf(x)

= (λf)(x) + (µf)(x)

= (λf + µf) (x)

すなわち，(λ+ µ)f = λf + µf が成り立つ．

7© (スカラー倍に関する結合法則):

(λ(µf)) (x) = λ(µf)(x) = λµf(x) = ((λµ)f) (x)

すなわち，λ(µf) = (λµ)f が成り立つ．

8© (スカラー倍に関する単位元の存在): 任意の f ∈ F および任意の x ∈ Xに対し

(1f)(x) = 1f(x) = f(x)

ゆえ，1f = f である．

以上より，F はR上のベクトル空間となる．

2 (899)(等式の証明)

V をR上のベクトル空間とし，x, y ∈ V ,α, β ∈ Rとする．このとき等式

(α + β)(x+ y) + (α− β)(x− y) = 2αx+ 2βy

が成り立つことを，ベクトル空間の公理を用いて示せ．

解 ベクトル空間の公理を用いて，

(α + β)(x+ y) = α(x+ y) + β(x+ y) = αx+ αy + βx+ βy · · · あ©.

(α− β)(x− y) = α(x− y) + (−β)(x− y) = αx+ α(−y) + (−β)x+ (−β)(−y)

= αx− αy − βx+ βy · · · い©.

あ©, い©の左辺，右辺共に V の元であり，V は加法について閉じているから，あ©, い©より

(V 3) (α + β)(x+ y) + (α− β)(x− y) = αx+ αy + βx+ βy

+ αx− αy − βx+ βy

= 2αx+ (α− α)y + (β − β)x+ 2βy (∵ 結合法則)

= 2αx+ 0+ 0+ 2βy

= 2αx+ 2βy (∵ 0x = 0, x+ 0 = x)

となり，所望の等式を得る．
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