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§11 行列式の計算 演習問題2 解答
� 問題の難易度の目安【易】899 【基礎】889 【標準】888

1 (888)(行列式に関する不等式)

A, Bを n× n実対称な正定値行列とする．このとき，

det (A+B)1/n > det (A)1/n + det (B)1/n

が成り立つことを示せ．また，等号成立はA = λB (λ > 0)のときに限ることを示せ．

解 A, Bは実対称な正定値行列であるから，同時対角化可能な可逆行列Rが存在する：

A = R>


α1 0 0 0

0 α2 0 0
... ... . . . ...
0 0 0 αn


︸ ︷︷ ︸

=C

R, B = R>


β1 0 0 0

0 β2 0 0
... ... . . . ...
0 0 0 βn


︸ ︷︷ ︸

=D

R · · · 1©.

ここに，R>はRの転置であり，αi, βi > 0 ∀i = 1, . . . , nである．相加相乗平均の不等式から，(
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· · · 2©.

さらに，等号成立は αi = λβi (λ > 0) ∀i = 1, . . . , nであることが分かる． 1©, 2©および，行列
式の積の法則を用れば

det (A+B)1/n
1©
= det

(
R>(C +D)R

)1/n
= det(R>)1/n (det(C +D))1/n det(R)1/n

= det(R>)1/n
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 det(R)1/n

= det(R>)1/n
[
det(C)1/n + det(D)1/n

]
det(R)1/n

=
(
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(
R>CR

))1/n
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(
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))1/n
= det(A)1/n + det(B)1/n

となり，所望の式に逢着する．
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2 (888)(行列式に関する微分公式)

A, Bは n× n実行列で，Aは可逆とする．このとき

d
dε

det (A+ εB)

∣∣∣∣∣
ε=0

= det(A)tr (A−1B)

が成り立つことを示せ．

解 行列式の積の法則により，

det(A+ εB) = det
(
A(I + εA−1B)

)
= det(A) det(I + εA−1B)

が成り立つ．ただし Iは単位行列を表す．次に，Taylorの定理により

det(I + εA−1B) = I + ε tr (A−1B) +O(ε2)

と表されるから，
det(A+ εB) = det(A)

(
I + ε tr (A−1B) +O(ε2)

)
.

したがって，

d
dε

det (A+ εB)

∣∣∣∣∣
ε=0

= lim
ε→0

det(A+ εB)− det(A)
ε

= det(A) lim
ε→0

ε tr (A−1B) +O(ε2)

ε
= det(A)tr (A−1B)

となり証明が完了する．
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