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§10 行列式の展開 演習問題1 解答
� 問題の難易度の目安【基礎】899 【標準】889 【発展】888

1 (899)(余因子展開 1)

次の行列式を余因子展開を用いて求めよ．

(1)

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 3

2 −1 9

1 3 −5

∣∣∣∣∣∣∣ (2)

∣∣∣∣∣∣∣
2 0 1

9 0 2

3 7 3

∣∣∣∣∣∣∣
(3)

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 4

0 −5 7

3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣ (4)

∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ

sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ
cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣
解 (1)　 0が多く並ぶ第 1行に関して余因子展開したほうが効率よく計算できる．

0 0 3

2 −1 9

1 3 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+33

∣∣∣∣∣ 2 −1

1 3

∣∣∣∣∣ = 21.

(2)　 0が多く並ぶ第 2列に関して余因子展開したほうが効率よく計算できる．

2 0 1

9 0 2

3 7 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)3+27

∣∣∣∣∣ 2 1

9 2

∣∣∣∣∣ = (−7)(−5) = 35.

(3)　 0が多く並ぶ第 1行に関して余因子展開したほうが効率よく計算できる．

0 0 4

0 −5 7

3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+34

∣∣∣∣∣ 0 −5

3 2

∣∣∣∣∣ = 60.

(4)　 0を含む第 3行 (or 第 3列)に関して余因子展開したほうが効率よく計算できる．

sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ

sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3+1 cos θ

∣∣∣∣∣ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ

r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

∣∣∣∣∣
+(−1)3+2(−r sin θ)

∣∣∣∣∣ sin θ cosϕ −r sin θ sinϕ

sin θ sinϕ r sin θ cosϕ

∣∣∣∣∣
= cos θ · r2 cos θ sin θ + r sin θ · r sin2 θ

= r2 sinθ.
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【コメント】(4)の行列式は，3次元極座標変換

(x, y, z) = (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ) (ただし，r > 0, 0 5 θ 5 π, 0 5 ϕ < 2π)

に対する
ヤ コ ビ ア ン
Jacobian

det

xr xθ xϕ

yr yθ yϕ

zr zθ zϕ

 = det

 sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ

sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ
cos θ −r sin θ 0

 (= r2 sin θ)

である．Jacobianは例えば，3重積分
∫∫∫

D

f(x, y, z) dxdydzを極座標変換を用いて求める際に

たびたび登場する．

2 (889)(余因子展開 2)

次の行列式を余因子展開を用いて求めよ．

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 −1 1

0 0 3 0

0 1 4 0

2 0 3 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 0 −1

1 0 0 1

0 5 3 −1

−3 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解 (1)　 0が多く並ぶ第 2行に関して余因子展開したほうが効率よく計算できる．

3 1 −1 1

0 0 3 0

0 1 4 0

2 0 3 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2+33

∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1

0 1 0

2 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣ =: −3|B| · · · 1©

ここで，|B| :=

∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1

0 1 0

2 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣とおいた．さらに行列式 |B|について，第 2行に関する余因子展

開を考えれば，

|B| =
3 1 1

0 1 0

2 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)2+21

∣∣∣∣∣ 3 1

2 −2

∣∣∣∣∣ = −8 · · · 2©

2©を 1©へ代入して， ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 −1 1

0 0 3 0

0 1 4 0

2 0 3 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−3)(−8) = 24.
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(2)　 0が多く並ぶ第 3列に関して余因子展開したほうが効率よく計算できる．

3 1 0 −1

1 0 0 1

0 5 3 −1

−3 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3+33

∣∣∣∣∣∣∣
3 1 −1

1 0 1

−3 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ =: 3|C| · · · 1©

ここで，|C| :=

∣∣∣∣∣∣∣
3 1 −1

1 0 1

−3 0 1

∣∣∣∣∣∣∣とおいた．さらに，行列式 |C|について，第 2列に関する余因子

展開を考えると

|C| =
3 1 −1

1 0 1

−3 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣= (−1)1+21

∣∣∣∣∣ 1 1

−3 1

∣∣∣∣∣ = −4 · · · 2©

2©を 1©へ代入して， ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 −1 1

1 0 0 1

0 5 3 −1

−3 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3 · (−4) = −12.

3 (889)(文字を含む余因子展開 1)

行列の基本性質と余因子展開を用いて，次の行列式を因数分解せよ．ただし，a, b, c

はすべて実数とする．

(1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣∣ (2)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

a b c

bc ca ab

∣∣∣∣∣∣∣ (3)

∣∣∣∣∣∣∣
a b c

b c a

c a b

∣∣∣∣∣∣∣
解 (1)　等号の上に用いた行列の基本変形および余因子展開を記す．以下 (2),(3)も同様である．∣∣∣∣∣∣∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣∣
(−1)×1行目を2行目

3行目に加える
=

∣∣∣∣∣∣∣
1 a a2

0 b− a b2 − a2

0 c− a c2 − a2

∣∣∣∣∣∣∣
1列目に関する
余因子展開

= (−1)1+11

∣∣∣∣∣ b− a b2 − a2

c− a c2 − a2

∣∣∣∣∣
共通因数(b−a),(c−a)

で括り出す
= (b− a)(c− a)

∣∣∣∣∣ 1 b+ a

1 c+ a

∣∣∣∣∣
3
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= (b− a)(c− a)(c− b)

= (a− b)(b− c)(c− a).

(2) ∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

a b c

bc ca ab

∣∣∣∣∣∣∣
(−1)×1列目を2列目

3列目に加える
=

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

a b− a c− a

bc c(a− b) b(a− c)

∣∣∣∣∣∣∣
1行目に関する
余因子展開

= (−1)1+11

∣∣∣∣∣ b− a c− a

c(a− b) b(a− c)

∣∣∣∣∣
共通因数(a−b),(c−a)

で括り出す
= (a− b)(c− a)

∣∣∣∣∣ −1 1

c −b

∣∣∣∣∣
= (a− b)(c− a)(b− c)

= (a− b)(b− c)(c− a).

(3) ∣∣∣∣∣∣∣
a b c

b c a

c a b

∣∣∣∣∣∣∣
(−1)×2行目，3行目を

1行目に加える
=

∣∣∣∣∣∣∣
a+ b+ c a+ b+ c a+ b+ c

b c a

c a b

∣∣∣∣∣∣∣
共通因数a+b+c
で括り出す

= (a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

b c a

c a b

∣∣∣∣∣∣∣
(−1)×1列目を2列目

3列目に加える
= (a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

b c− b a− b

c a− c b− c

∣∣∣∣∣∣∣
1行目に関して
余因子展開

= (a+ b+ c)

∣∣∣∣∣ c− b a− b

ba− c b− c

∣∣∣∣∣
= (a+ b+ c){−(b− c)2 − (a− b)(a− c)}

= −(a+ b+ c)(a2+ b2+ c2 − ab− bc− ca).
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4 (889)(文字を含む余因子展開 2)

行列の基本性質と余因子展開を用いて，次の行列式を因数分解せよ．ただし，x, a, b

はすべて実数とする．

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
101 105 104 103

102 101 105 104

103 102 101 105

104 103 102 101

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 0 0

−3 x −1 0

0 0 x −1

1 0 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b a a a

a a+ b a a

a a a+ b a

a a a a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解 (1)　等号の上に用いた行列の基本変形および余因子展開を記す．以下 (2),(3)も同様である．∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

101 105 104 103

102 101 105 104

103 102 101 105

104 103 102 101

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(−1)×1列目を2列目から

4列目に加える
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
101 4 3 2

102 −1 3 2

103 −1 −2 2

104 −1 −2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(−1)×1行目を2行目から

4行目に加える
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
101 4 3 2

1 −5 0 0

2 −5 −5 0

3 −5 −5 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(−1)×4列目を2列目

4列目に加える
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
101 2 1 2

1 −5 0 0

2 −5 −5 0

3 0 0 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4列目で余因子展開してもよい

4行目に関する
余因子展開

= (−1)4+11

∣∣∣∣∣∣∣
2 1 2

−5 0 0

−5 −5 0

∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)4+4(−5)

∣∣∣∣∣∣∣
101 2 1

1 −5 0

2 −5 −5

∣∣∣∣∣∣∣
=: −3|A| − 5|B| · · · 1©.
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ここに，

|A| :=

∣∣∣∣∣∣∣
2 1 2

−5 0 0

−5 −5 0

∣∣∣∣∣∣∣ , |B| :=

∣∣∣∣∣∣∣
101 2 1

1 −5 0

2 −5 −5

∣∣∣∣∣∣∣
とおいた．
・|A|について：第 2行に関する余因子展開を考えれば，

|C| =
2 1 2

−5 0 0

−5 −5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)2+1(−5)

∣∣∣∣∣ 1 2

−5 0

∣∣∣∣∣ = 50 · · · 2©

・|B|について：再び第 2行に関する余因子展開を考えれば，

|C| =
101 2 1

1 −5 0

2 −5 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)2+11

∣∣∣∣∣ 2 1

−5 −5

∣∣∣∣∣+ (−1)2+2(−5)

∣∣∣∣∣ 101 1

2 −5

∣∣∣∣∣
= 5 + 2535 = 2540 · · · 3©

1©, 2©, 3©より， ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
101 105 104 103

102 101 105 104

103 102 101 105

104 103 102 101

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −3 · 50− 5 · 2540 = −12850.

(2) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 0 0

−3 x −1 0

0 0 x −1

1 0 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2×2列目を1列目に加える

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 0 0

2x− 3 x −1 0

0 0 x −1

1 0 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4列目 or 4行目で余因子展開してもよい

1行目に関する
余因子展開

= (−1)1+2(−1)

∣∣∣∣∣∣∣
2x− 3 −1 0

0 x −1

1 0 x

∣∣∣∣∣∣∣
x×3列目を

2列目へ加える
=

∣∣∣∣∣∣∣
2x− 3 −1 0

0 0 −1

1 x2 x

∣∣∣∣∣∣∣
2行目に関する
余因子展開

= (−1)2+3(−1)

∣∣∣∣∣ 2x− 3 −1

1 x2

∣∣∣∣∣
= x2(2x− 3) + 1
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= x3 − 3x2+1.

(3) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b a a a

a a+ b a a

a a a+ b a

a a a a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2列目に他の列
すべて::::加える

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4a+ b a a a

4a+ b a a a

4a+ b a a a

4a+ b a a a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
共通因数4a+bで
括り出す
= (4a+ b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a a a

1 a+ b a a

1 a a+ b a

1 a a a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(−1)×1列目を

他の列すべてに::::::::::加える
= (4a+ b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

1 b 0 0

1 0 b 0

1 0 0 b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4列目 or 4行目で余因子展開してもよい

1行目に関する
余因子展開

= (4a+ b)(−1)1+11

∣∣∣∣∣∣∣
b 0 0

0 b 0

0 0 b

∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=b3

= (4a+ b)b3.
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