
極値問題　解答

1

(1) f(x, y) = x2 + xy + y2 − 3x + 2y + 2

{
fx = 2x + y − 3 = 0

fy = x + 2y + 2 = 0

を解いて，(x, y) =
(

8
3
,−7

3

)
を得る。

fxx = 2, fxy = 1, fyy = 2

より
∆ = fxxfyy − (fxy)2 = 2 × 2 − 12 = 4 − 1 = 3 > 0

となるので，上記の点で f は極値を取る。fxx = 2 > 0だからその極値は極小値である。

f

(
8
3
,−7

3

)
= −13

3

以上により，f(x, y)は (x, y) =
(

8
3
,−7

3

)
において極小値−13

3
を取る。

(2) f(x, y) = 3x2 − 2xy + y2 − 5x + 4y + 1

{
fx = 6x − 2y − 5 = 0

fy = −2x + 2y + 4 = 0

を解いて，(x, y) =
(

1
4
,−7

4

)
を得る。

fxx = 6, fxy = −2, fyy = 2

より
∆ = fxxfyy − (fxy)2 = 6 × 2 − (−2)2 = 12 − 4 = 8 > 0

となるので，上記の点で f は極値を取る。fxx = 6 > 0だからその極値は極小値である。

f

(
1
4
,−7

4

)
= −25

8

以上により，f(x, y)は (x, y) =
(

1
4
,−7

4

)
において極小値−25

8
を取る。

(3) f(x, y) = 2x2 + 5xy + y2 − 3x − 2y + 3

fx = 4x + 5y − 3, fy = 5x + 2y − 2, fxx = 4, fxy = 5, fyy = 2

より，どの点においても

∆ = fxxfyy − (fxy)2 = 4 × 2 − 52 = 8 − 25 < 0

となるので，f は極値を持たない。
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(4) f(x, y) = 4x2 + 3xy + y2 + 2x − 5

{
fx = 8x + 3y + 2 = 0

fy = 3x + 2y = 0

を解いて，(x, y) =
(
−4

7
,
6
7

)
を得る。

fxx = 8, fxy = 3, fyy = 2

より
∆ = fxxfyy − (fxy)2 = 8 × 2 − 32 = 16 − 9 > 0

となるので，上記の点で f は極値を取る。fxx = 8 > 0だからその極値は極小値である。

f

(
−4

7
,
6
7

)
= −39

7

以上により，f(x, y)は (x, y) =
(
−4

7
,
6
7

)
において極小値−39

7
を取る。

(5) f(x, y) = x2 + 3xy + y2 − x − 2y + 4

fx = 2x + 3y − 1, fy = 3x + 2y − 2, fxx = 2, fxy = 3, fyy = 2

より，どの点においても

∆ = fxxfyy − (fxy)2 = 2 × 2 − 32 = 4 − 9 < 0

となるので，f は極値を持たない。

(6) f(x, y) = 2x2 + 3xy − y2 + 4x − 3y + 3

fx = 4x + 3y + 4, fy = 3x − 2y − 3, fxx = 4, fxy = 3, fyy = −2

より，どの点においても

∆ = fxxfyy − (fxy)2 = 4 × (−2) − 32 < 0

となるので，f は極値を持たない。

(7) f(x, y) = −3x2 + 5xy + 2y2 − x − y + 2

fx = −6x + 5y − 1, fy = 5x + 4y − 1, fxx = −6, fxy = 5, fyy = 4

より，どの点においても

∆ = fxxfyy − (fxy)2 = (−6) × 4 − 52 < 0

となるので，f は極値を持たない。
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(8) f(x, y) = −4x2 + 3xy − y2 + 5x − 3y − 1

{
fx = −8x + 3y + 5 = 0

fy = 3x − 2y − 3 = 0

を解いて，(x, y) =
(

1
7
,−9

7

)
を得る。

fxx = −8, fxy = 3, fyy = −2

より
∆ = fxxfyy − (fxy)2 = (−8) × (−2) − 32 = 16 − 9 > 0

となるので，上記の点で f は極値を取る。fxx = −8 < 0だからその極値は極大値である。

f

(
1
7
,−9

7

)
=

9
7

以上より，f(x, y)は (x, y) =
(

1
7
,−9

7

)
において極大値

9
7
を取る。

(9) f(x, y) = −3x2 − 6xy − 2y2 + 2x − y − 4

fx = −6x − 6y + 2, fy = −6x − 4y − 1, fxx = −6, fxy = −6, fyy = −4

より，どの点においても

∆ = fxxfyy − (fxy)2 = (−6) × (−4) − (−6)2 = 24 − 36 < 0

となるので，f は極値を持たない。

(10) f(x, y) = −3x2 + 5xy − 4y2 + 2x + y − 3

{
fx = −6x + 5y + 2 = 0

fy = 5x − 8y + 1 = 0

を解いて，(x, y) =
(

21
23

,
16
23

)
を得る。

fxx = −6, fxy = 5, fyy = −8

より
∆ = fxxfyy − (fxy)2 = (−6) × (−8) − 52 = 48 − 25 > 0

となるので，上記の点で f は極値を取る。fxx = −6 < 0だからその極値は極大値である。

f

(
21
23

,
16
23

)
= −40

23

以上より，f(x, y)は (x, y) =
(

21
23

,
16
23

)
において極大値−40

23
を取る。
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2

(1) f(x, y) = x3 + xy − 2y2 + 3

{
fx = 3x2 + y = 0 · · · 1⃝
fy = x − 4y = 0 · · · 2⃝

2⃝より x = 4y, これを 1⃝に代入して

3(4y)2 + y = 0

y(48y + 1) = 0

これより y = 0,− 1
48
となるので，fx(x, y) = fy(x, y) = 0となる (x, y)は

(x, y) = (0, 0),
(
− 1

12
,− 1

48

)
の 2点である。

fxx = 6x, fxy = 1, fyy = −4

だから，

∆(0, 0) = fxx(0, 0)fyy(0, 0) − (fxy(0, 0))2 = 0 − 1 < 0,

∆
(
− 1

12
,− 1

48

)
= fxx

(
− 1

12
,− 1

48

)
fyy

(
− 1

12
,− 1

48

)
−

(
fxy

(
− 1

12
,− 1

48

))2

=
(
− 6

12

)
× (−4) − 12 = 2 − 1 > 0

となる。したがって f(x, y) は (0, 0) では極値を取らず，
(
− 1

12
,− 1

48

)
で極値を取る。

fxx

(
− 1

12
,− 1

48

)
= −1

2
< 0だからその極値は極大値である。

以上より，f(x, y)は (x, y) =
(
− 1

12
,− 1

48

)
において極大値を取る。

(2) f(x, y) = x2 − 2xy + y3 − y − 2

{
fx = 2x − 2y = 0 · · · 1⃝
fy = −2x + 3y2 − 1 = 0 · · · 2⃝

1⃝より x = y, これを 2⃝に代入して

3y2 − 2y − 1 = 0

(3y + 1)(y − 1) = 0

これより y = 1,−1
3
となるので，fx(x, y) = fy(x, y) = 0となる (x, y)は

(x, y) = (1, 1),
(
−1

3
,−1

3

)
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の 2点である。
fxx = 2, fxy = −2, fyy = 6y

だから，

∆(1, 1) = fxx(1, 1)fyy(1, 1) − (fxy(1, 1))2 = 2 × 6 − (−2)2 > 0,

∆
(
−1

3
,−1

3

)
= fxx

(
−1

3
,−1

3

)
fyy

(
−1

3
,−1

3

)
−

(
fxy

(
−1

3
,−1

3

))2

= 2 ×
(
−6

3

)
− (−2)2 < 0

となる。したがって f(x, y) は (1, 1) で極値を取り，
(
−1

3
,−1

3

)
では極値を取らない。

fxx(1, 1) = 2 > 0だからその極値は極小値である。

以上より，f(x, y)は (x, y) = (1, 1)において極小値を取る。

(3) f(x, y) = 2x3 − 6xy2 + y3 − 9y + 1

{
fx = 6x2 − 6y2 = 0 · · · 1⃝
fy = −12xy + 3y2 − 9 = 0 · · · 2⃝

1⃝より x2 = y2, したがって x = ±yである。x = yを 2⃝に代入して

− 12y2 + 3y2 − 9 = 0

− 9(y2 + 1) = 0

これは解を持たない。x = −yを 2⃝に代入して

12y2 + 3y2 − 9 = 0

3(5y2 − 3) = 0

これより y = ±
√

3
5
となるので，fx(x, y) = fy(x, y) = 0となる (x, y)は

(√
3
5
,−

√
3
5

)
,

(
−

√
3
5
,

√
3
5

)

の 2点である。
fxx = 12x, fxy = −12y, fyy = −12x + 6y

である。すると (x, y) =

(√
3
5
,−

√
3
5

)
において fxx > 0, fyy < 0となるので

∆

(√
3
5
,−

√
3
5

)
= fxx

(√
3
5
,−

√
3
5

)
fyy

(√
3
5
,−

√
3
5

)
−

(
fxy

(√
3
5
,−

√
3
5

))2

< 0
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がわかる。同様に (x, y) =

(
−

√
3
5
,

√
3
5

)
においては fxx < 0, fyy > 0となるので，や

はり

∆

(√
−3

5
,

√
3
5

)
< 0

となる。したがって f(x, y)は極値を取らない。

(4) f(x, y) = 2x3 − 3xy + 2y3 + 5

{
fx = 6x2 − 3y = 0 · · · 1⃝
fy = −3x + 6y2 = 0 · · · 2⃝

1⃝より y = 2x2, これを 2⃝に代入して

− 3x + 6(2x2)2 = 0

6 · 4x4 − 3x = 0

3x(8x3 − 1) = 0

これより x = 0,
1
2
となるので，fx(x, y) = fy(x, y) = 0となる (x, y)は

(x, y) = (0, 0),
(

1
2
,
1
2

)
の 2点である。

fxx = 12x, fxy = −3, fyy = 12y

だから，
∆(0, 0) = fxx(0, 0)fyy(0, 0) − (fxy(0, 0))2 = 0 − (−3)2 < 0,

∆
(

1
2
,
1
2

)
= fxx

(
1
2
,
1
2

)
fyy

(
1
2
,
1
2

)
−

(
fxy

(
1
2
,
1
2

))2

= 6 × 6 − (−3)2 = 36 − 9 > 0

となる。したがってf(x, y)は (0, 0)では極値を取らず，
(

1
2
,
1
2

)
で極値を取る。fxx

(
1
2
,
1
2

)
= 6 > 0

だからその極値は極小値である。

以上より，f(x, y)は (x, y) =
(

1
2
,
1
2

)
において極小値を取る。

(5) f(x, y) = x3 + 2x2y − y2 − y

2
− 3

 fx = 3x2 + 4xy = 0 · · · 1⃝

fy = 2x2 − 2y − 1
2

= 0 · · · 2⃝

1⃝より
x(3x + 4y) = 0,
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よって x = 0,−4
3
yである。x = 0を 2⃝に代入すると

−2y − 1
2

= 0

これより y = −1
4
を得る。また x = −4

3
yを 2⃝に代入すると

2
(
−4

3
y

)2

− 2y − 1
2

= 0

32
9

y2 − 2y − 1
2

= 0

これを解いてy = − 3
16

,
3
4
を得る。それぞれに対応するxの値は

1
4
,−1となるので，fx(x, y) =

fy(x, y) = 0となる (x, y)は

(x, y) =
(

0,−1
4

)
,

(
1
4
,− 3

16

)
,

(
−1,

3
4

)
の 3点である。

fxx = 6x + 4y, fxy = 4x, fyy = −2

だから，

∆
(

0,−1
4

)
= (−1) × (−2) − 02 = 2 > 0,

∆
(

1
4
,− 3

16

)
=

3
4
× (−2) − 12 < 0,

∆
(
−1,

3
4

)
= (−3) × (−2) − (−4)2 = 6 − 16 < 0

となる。したがって f(x, y)は
(

0,−1
4

)
で極値を取り，

(
1
4
,− 3

16

)
,

(
−1,

3
4

)
では極値を

取らない。fxx

(
0,−1

4

)
= −1 < 0だからその極値は極大値である。

以上より，f(x, y)は (x, y) =
(

0,−1
4

)
において極大値を取る。

(6) f(x, y) = x3 + 3x2y + 5y2 + 2y − 1

{
fx = 3x2 + 6xy = 0 · · · 1⃝
fy = 3x2 + 10y + 2 = 0 · · · 2⃝

1⃝より
3x(x + 2y) = 0,

よって x = 0,−2yである。x = 0を 2⃝に代入すると

10y + 2 = 0
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これより y = −1
5
を得る。また x = −2yを 2⃝に代入すると

3(−2y)2 + 10y + 2 = 0

12y2 + 10y + 2 = 0

(2y + 1)(3y + 1) = 0

これを解いて y = −1
2
,−1

3
を得る。それぞれに対応する xの値は 1,

2
3
となる。したがっ

て fx(x, y) = fy(x, y) = 0となる (x, y)は

(x, y) =
(

0,−1
5

)
,

(
1,−1

2

)
,

(
2
3
,−1

3

)
の 3点である。

fxx = 6x + 6y, fxy = 6x, fyy = 10

だから，

∆
(

0,−1
5

)
=

(
−6

5

)
× 10 − 02 < 0,

∆
(

1,−1
2

)
= 3 × 10 − 62 = 30 − 36 < 0,

∆
(

2
3
,−1

3

)
= 2 × 10 − 42 = 20 − 16 > 0

となる。したがって f(x, y)は
(

0,−1
5

)
,

(
1,−1

2

)
では極値を取らず，

(
2
3
,−1

3

)
で極値

を取る。fxx

(
2
3
,−1

3

)
= 2 > 0だからその極値は極小値である。

以上より，f(x, y)は (x, y) =
(

2
3
,−1

3

)
において極小値を取る。

(7) f(x, y) = x4 − 2x2y + 3y2 − y + 1

{
fx = 4x3 − 4xy = 0 · · · 1⃝
fy = −2x2 + 6y − 1 = 0 · · · 2⃝

1⃝より
4x(x2 − y) = 0,

よって x = 0または x2 = yである。x = 0を 2⃝に代入すると

6y − 1 = 0

これより y =
1
6
を得る。また x2 = yを 2⃝に代入すると

−2y + 6y − 1 = 0

4y − 1 = 0
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これより y =
1
4
を得る。このときの xは

x2 =
1
4

をみたすので，x = ±1
2
を得る。したがって fx(x, y) = fy(x, y) = 0となる (x, y)は

(x, y) =
(

0,
1
6

)
,

(
1
2
,
1
4

)
,

(
−1

2
,
1
4

)
の 3点である。

fxx = 12x2 − 4y, fxy = −4x, fyy = 6

だから，

∆
(

0,
1
6

)
=

(
−2

3

)
× 6 − 02 < 0,

∆
(

1
2
,
1
4

)
= 2 × 6 − (−2)2 = 12 − 4 > 0,

∆
(
−1

2
,
1
4

)
= 2 × 6 − 22 = 12 − 4 > 0

となる。したがって f(x, y)は
(

0,
1
6

)
では極値を取らず，

(
±1

2
,
1
4

)
で極値を取る。

fxx

(
±1

2
,
1
4

)
= 2 > 0だからその極値はともに極小値である。

以上より，f(x, y)は (x, y) =
(
±1

2
,
1
4

)
においていずれも極小値を取る。

(8) f(x, y) = x4 − 2xy + y3

{
fx = 4x3 − 2y = 0 · · · 1⃝
fy = −2x + 3y2 = 0 · · · 2⃝

1⃝より y = 2x3, これを 2⃝に代入すると

−2x + 3(2x3)2 = 0

x(6x5 − 1) = 0

これより x = 0,
1
5
√

6
を得る。それぞれに対応する yの値は y = 0,

2
5
√

6
3 となる。したがっ

て fx(x, y) = fy(x, y) = 0となる (x, y)は

(x, y) = (0, 0),

(
1
5
√

6
,

2
5
√

6
3

)

の 2点である。
fxx = 12x2, fxy = −2, fyy = 6y
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だから，

∆(0, 0) = 0 − (−2)2 < 0,

∆

(
1
5
√

6
,

2
5
√

6
3

)
=

12
5
√

6
2 × 12

5
√

6
3 − (−2)2 > 0 =

12 × 12
6

− 4 = 24 − 4 > 0

となる。したがって f(x, y)は (0, 0)では極値を取らず，

(
1
5
√

6
,

2
5
√

6
3

)
で極値を取る。

fxx

(
1
5
√

6
,

2
5
√

6
3

)
=

12
5
√

6
2 > 0だからその極値は極小値である。

以上より，f(x, y)は (x, y) =

(
1
5
√

6
,

2
5
√

6
3

)
において極小値を取る。
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