
熊本大学 数理科学総合教育センター

§14 ガンマ関数・ベータ関数 演習問題1 解答
� 問題の難易度の目安【基礎】899 【標準】889 【発展】888

1 (889)(近似増加列)

面積確定な有界閉集合の列 {Dn}が領域Dの近似増加列であるとは，次の 3条件を満
たすことをいう：
1©: D1 ⊂ · · · ⊂ Dn ⊂ · · · ⊂ D.
2©:

∞⋃
n=1

Dn = D.

3©: Dに含まれる任意の有界閉集合Kに対して，K ⊂ Dnを満たす番号nが存在する．
以下，D := {(x, y) : x = 0, y = 0}とし，n = 1, 2, . . .に対して

Dn := {(x, y) : 0 5 x 5 n, 0 5 y 5 n}

とおく．DnはDの近似増加列であることを示せ．

解 すべての n = 1, 2, . . .に対して

Dn = {(x, y) : 0 5 x 5 n, 0 5 y 5 n} ⊂ {(x, y) : 0 5 x 5 n+ 1, 0 5 y 5 n+ 1} = Dn+1

が成り立つから， 1©は満たされる．
∞⋃
n=1

Dn ⊂ Dを示そう．(x, y) ∈
∞⋃
n=1

Dnとすると，ある番号 nが存在して (x, y) ∈ Dn．明らか

にDn ⊂ Dであるから (x, y) ∈ D．よって
∞⋃
n=1

Dn ⊂ D．

次に，
∞⋃
n=1

Dn ⊃ Dを示そう．そのために，
∞⋃
n=1

Dn 6⊃ Dと仮定して矛盾を導く．仮定より

(x, y) ∈ Dかつ (x, y) /∈
∞⋃
n=1

Dnとなる点 (x, y)が存在する．このとき，

(x, y) ∈ D \
∞⋃
n=1

Dn
de Morgan⇐⇒ (x, y) ∈

∞⋂
n=1

(D \Dn) ⇐⇒ すべてのnに対し (x, y) ∈ D \Dn · · · 1©.

n → ∞のとき Dn → Dであるから∗，D \Dn → ∅．よって， 1©で n → ∞とすると (x, y) ∈ ∅
となるがこれは矛盾する．したがって，背理法により

∞⋃
n=1

Dn ⊃ Dが成り立つ．以上より， 2©

も満たされる．
KをD内の任意の有界閉集合とする．このとき，原点を中心とし，Kに依存する半径 r(K)

のKを含む球Br(K)がとれる：K ⊂ Br(K)．r(K)にもっとも近い自然数を n(K) := [r(K)]†と
すると，Dn(K)はKを含む．したがって 3©が満たされた．
以上より，Dn = {(x, y) : 0 5 x 5 n, 0 5 y 5 n}はD = {(x, y) : x = 0, y = 0}の近似増加列
である．

∗ lim
n→∞

Dn = Dは直感的には明らかだが，正確には次の意味で定義される： 1©: 任意の (x, y) ∈ Dに対して，あ
る番号 n0が存在して n = n0ならば (x, y) ∈ Dnが成り立ち， 2©: 任意の (z, w) ∈ R2 \Dに対してある番号 n′が
存在して，n = n′ ならば (z, w) /∈ Dn が成り立つことを意味する．

†[x]は Gauss記号
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2 (889)(近似増加列上の定符号連続関数の重積分の収束)

f(x, y)をD上連続で f(x, y) = 0 (または f(x, y) 5 0) とする．Dのある近似増加列
{Dn}に対して極限

lim
n→∞

¨

Dn

f(x, y) dxdy

が存在すれば，Dの任意の近似増加列 {En}に対して

lim
n→∞

¨

En

f(x, y) dxdy = lim
n→∞

¨

Dn

f(x, y) dxdy

が成り立つことを示せ．

解 D上 f(x, y) = 0の場合のみ証明する．f(x, y) 5 0の場合は−f(x, y) = 0とみて前者の場
合に帰着させて証明すればよい．
{Dn}n∈N, {Ei}i∈Nはどちらも単調増大列であり f(x, y) = 0 on Dであるから，重積分の列

¨

Dn

f(x, y) dxdy


n∈N

,


¨

Ei

f(x, y) dxdy


i∈N

はどちらも単調増加．次に，任意の i ∈ Nに対してEi ⊂ Dは有界閉集合であるから，近似増加
列の条件 3©により，iに依存するある番号 n(i)が存在してEi ⊂ Dn(i) ⊂ Dnがすべての n = n(i)

で成り立つ．ゆえに，
¨

Ei

f(x, y) dxdy 5
¨

Dn(i)

f(x, y) dxdy 5 lim
n→∞

¨

Dn

f(x, y) dxdy < ∞. · · · ∗©

よって，


¨

Ei

f(x, y) dxdy


i∈N

は上に有界な単調増加列．ゆえに，極限 lim
i→∞

¨

Ei

f(x, y) dxdyが

存在し， ∗©で i → ∞の極限に移行すると

lim
i→∞

¨

Ei

f(x, y) dxdy 5 lim
n→∞

¨

Dn

f(x, y) dxdy

を得る．同様に，{Ei}と {Dn}の役割を入れ替えることにより

lim
n→∞

¨

Dn

f(x, y) dxdy 5 lim
i→∞

¨

Ei

f(x, y) dxdy

が成り立つ．以上より所望の等式に逢着する．
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3 (888)(連続関数の重積分の絶対収束)

f(x, y)は領域D上連続とする．
¨

D

|f(x, y)| dxdyが存在すれば
¨

D

f(x, y) dxdyも存

在することを 2 の結果を用いて示せ．

解 まず，
f+(x, y) := max{f(x, y), 0}, f−(x, y) := max{−f(x, y), 0}

とおくと f+, f− = 0であり f±は連続関数．また，

f(x, y) = f+(x, y)− f−(x, y),

|f(x, y)| = f+(x, y) + f−(x, y) =⇒ 0 5 f+(x, y), f−(x, y) 5 |f(x, y)|.

{Dn}をDの近似増加列とすると，仮定より

lim
n→∞

¨

Dn

|f(x, y)| dxdy =

¨

D

|f(x, y)| dxdy =: I

かつ，すべての n ∈ Nに対して
¨

Dn

f±(x, y) dxdy 5
¨

Dn

|f(x, y)| dxdy 5 I.

よって，


¨

Dn

f±(x, y) dxdy


n∈N

は上に有界な単調増加列でだから極限 lim
n→∞

¨

Dn

f±(x, y) dxdy

は存在する．さらに，非積分関数 f±(x, y)は非負であるから， 2 の結果を用いると，極限は近
似増加列 {Dn}の取り方によらず一意に定まる．ゆえに，

lim
n→∞

¨

Dn

f±(x, y) dxdy = lim
n→∞

¨

Dn

(f+(x, y)− f−(x, y)) dxdy

= lim
n→∞

¨
Dn

f+(x, y) dxdy −
¨

Dn

f−(x, y) dxdy


= lim

n→∞

¨

Dn

f+(x, y) dxdy − lim
n→∞

¨

Dn

f−(x, y) dxdy

となるから，極限 lim
n→∞

¨

Dn

f±(x, y) dxdyは存在して，近似増加列 {Dn}の取り方によらずに一

意に定まる．
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4 (889)(広義重積分)

次の広義重積分を適当な近似増加列を用いて求めよ：
¨

D

dxdy√
x2 + y2

, D := {(x, y) : 0 < x 5 y 5 1} .

解 非積分関数は非負であるから，Dの近似増加列{Dn}の取り方によらず極限 lim
n→∞

¨

Dn

dxdy√
x2 + y2

は存在する．Dn :=
{
(x, y) : 1

n
5 x 5 1, 0 5 y 5 x

}
とおくと，{Dn}はDの近似増加列である．

In :=

¨

Dn

dxdy√
x2 + y2

=

1ˆ
1
n

 xˆ

0

1√
x2 + y2

dy

 dx

=

1ˆ
1
n

[
log(y +

√
x2 + y2)

]x
y=0

dx

=

1ˆ
1
n

(
log(1 +

√
2)x− logx

)
dx

= log(1 +
√
2)

1ˆ
1
n

dx = log(1 +
√
2)

(
1− 1

n

)
n→∞−→ log(1 +

√
2).

したがって，
¨

D

dxdy√
x2 + y2

= lim
n→∞

In = log (1+
√
2).

5 (889)(広義重積分の収束)

次の広義重積分が収束するための αに関する必要十分条件を求めよ：

(1)
¨

B

(x2 + y2)−
α
2 dxdy, B :=

{
(x, y) : x2 + y2 5 1

}
.

(2)
¨

Ω

(x− y)−α dxdy, Ω := {(x, y) : 0 5 y < x 5 1}.

解 (1) Bの近似増加列としてBn :=
{
(x, y) : 1

n2 5 x2 + y2 5 1
}
, n = 1, 2, . . .をとって，

In(α) :=
¨

Bn

(x2 + y2)−
α
2 dxdy
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とおく．極座標変換 x = r cos θ, y = r sin θによって

In(α) =
2πˆ

0

1ˆ
1
n

(r2)−
α
2 · r drdθ = 2π

1ˆ
1
n

r1−α dr.

・α = 2のとき：In(2) = 2π [log r]1r= 1
n
= −2π log 1

n

n→∞−→ ∞.

・α 6= 2のとき：

In(α) = 2π

[
1

2− α
r2−α

]1
r= 1

n

=
2π

2− α

[
1−

(
1

n

)2−α
]

n→∞−→

−∞ if α > 2

2π
2−α

if α < 2

したがって， lim
n→∞

In =

¨

B

(x2 + y2)−
α
2 dxdyが収束する必要十分条件はα < 2.

(2) Ωの近似増加列としてΩn :=
{
(x, y) : 1

n
5 x 5 1, 0 5 y 5 x− 1

n

}
, n = 1, 2, . . .をとって，

IIn(α) :=
¨

Ωn

(x− y)−α dxdy

とおく．

・α = 1のとき：

IIn(1) =
1ˆ

1
n

 x− 1
nˆ

0

dy

x− y

 dx =

1ˆ
1
n

[
− log(x− y)

]x− 1
n

y=0
dx

=

1ˆ
1
n

logx dx+
1

n
log 1

n
− log 1

n
.

ここで，右辺第 1項と第 2項に関して
1ˆ

1
n

logx dx+
1

n
log 1

n
= [x logx− x]1x= 1

n
+

1

n
log 1

n

= −1 +
1

n

であるから，
IIn(1) = −1 +

1

n
− log 1

n

n→∞−→ ∞.

・α 6= 1のとき：

IIn(α) =
1ˆ

1
n

 x− 1
nˆ

0

(x− y)−α dy

 dx =

1ˆ
1
n

[
− 1

1− α
(x− y)1−α

]x
y=0

dx
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=
1

1− α

1ˆ
1
n

x1−α dx− 1

1− α

(
1

n

)1−α(
1− 1

n

)
.

ここでもし，α = 2ならば

IIn(2) = − [logx]1x= 1
n
+ n

(
1− 1

n

)
= log 1

n
+ n− 1

n→∞−→ ∞

となるから，α 6= 2．以下，α 6= 1, 2のもとで，

1

1− α

1ˆ
1
n

x1−α dx =
1

(1− α)(2− α)

[
1−

(
1

n

)2−α
]

i.e.,

IIn(α) =
1

(1− α)(2− α)

[
1−

(
1

n

)2−α
]
− 1

1− α

(
1

n

)1−α(
1− 1

n

)

=
1

(1− α)(2− α)
+

(
1

n

)1−α [
− 1

1− α
+

1

(2− α)n

]

n→∞−→

∞ if α > 1, α 6= 2

1
(1−α)(2−α)

if α < 1
.

したがって， lim
n→∞

IIn(α) =
¨

Ω

(x− y)−α dxdyが収束するための必要十分条件はα < 1.

【記号】以下の問いにおいて，s > 0, t > 0に対して定義される広義積分

Γ(s) :=

∞̂

0

e−xxs−1 dx, B(s, t) :=

1ˆ

0

xs−1(1− x)t−1 dx

をそれぞれガンマ関数，ベータ関数という．

6 (888)(ガンマ関数とベータ関数の関係)

以下の問いに答えよ．

(1) Ω := {(x, y) : x = 0, y = 0}とおく．Ωの近似増加列の 1つ

Ωn := {(x, y) : 0 5 x 5 n, 0 5 y 5 n}

を持ち出すことにより，等式

Γ(s)Γ(t) =

¨

Ω

e−(x+y)xs−1yt−1 dxdy

が成り立つことを示せ．
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(2) Ωの近似増加列のもう 1つ

Ω̃n := {(x, y) : 0 5 x 5 n, 0 5 y 5 n− x}

を持ち出し，変数変換 x = uv, y = u − uvを考えることにより，ガンマ関数
Γ(s)とベータ関数B(s, t)の間に等式

B(s, t) =
Γ(s)Γ(t)

Γ(s+ t)

が成り立つことを示せ．

解 (1) Ωの近似増加列としてΩn := {(x, y) : 0 5 x 5 n, 0 5 y 5 n}をとって，

Γ(s)Γ(t) =

 ∞̂

0

e−xxs−1 dx

 ∞̂

0

e−xxt−1 dx


= lim

n→∞

 nˆ

0

e−xxs−1 dx

 nˆ

0

e−xxt−1 dx


= lim

n→∞

¨

Ωn

e−(x+y)xs−1yt−1 dxdy

であり，非積分関数 e−(x+y)xs−1yt−1はΩ上非負であるから，

Γ(s)Γ(t) =

¨

Ω

e−(x+y)xs−1yt−1 dxdy.

(2) 一方，Ωの別の近似増加列として Ω̃n := {(x, y) : 0 5 x 5 n, 0 5 y 5 n− x}をとると
¨

Ω

e−(x+y)xs−1yt−1 dxdy = lim
n→∞

¨

Ω̃n

e−(x+y)xs−1yt−1 dxdy · · · 1©.

1©右辺の Ω̃n上の重積分において変数変換 x = uv, y = u− uvを考えると，Jacobianは

∂(x, y)

∂(u, v)
= det

(
v u

1− v −u

)
= −u

であり，この変換によって Ω̃nは {(u, v) : 0 5 u 5 n, 0 5 v 5 1}と境界を除いて 1対 1に対応
するので，

¨

Ω̃n

e−(x+y)xs−1yt−1 dxdy =

¨

{05u5n, 05v51}

e−u(uv)s−1 [u(1− v)]t−1 | − u| dudv

=

¨

{05u5n, 05v51}

e−uus+t−1vs−1(1− v)t−1 dudv
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=

 nˆ

0

e−uus+t−1 du

 1ˆ

0

vs−1(1− v)t−1 dv


したがって， 1©より

¨

Ω

e−(x+y)xs−1yt−1 dxdy = lim
n→∞

 nˆ

0

e−uus+t−1 du

 1ˆ

0

vs−1(1− v)t−1 dv


= Γ(s+ t)B(s, t)

が得られる．これと (1)を合わせて所望の等式

Γ(s)Γ(t) = Γ(s+ t)B(s, t)

に逢着する．

7 (888)(ガンマ関数での表示)

次の広義重積分をガンマ関数で表せ．ただし，s, t > 0とする．
¨

D

xs−1yt−1 dxdy, D :=
{
(x, y) : x2 + y2 5 1, x = 0, y = 0

}
.

解 Dの近似増加列Dn :=
{
(x, y) : 1

n2 5 x2 + y2 5 1x = 0, y = 0
}
をとって，

In :=

¨

Dn

xs−1yt−1 dxdy

とおく．極座標変換 x = r cos θ, y = r sin θによってDnは
{
(r, θ) : 1

n
5 r 5 1, 0 5 θ 5 π

2

}
に境

界を除いて 1対 1に写されるので，

In =

¨

{ 1
n
5r51, 05θ5π

2
}

(r cos θ)s−1(r sin θ)t−1 · r drdθ

=

 1ˆ
1
n

rs+t−1 dr




π
2ˆ

0

coss−1 θ sint−1 θ dθ



=

[
rs+t

s+ t

]1
r= 1

n


π
2ˆ

0

cos2·
s
2
−1 θ sin2· t

2
−1 θ dθ

 · · · 1©

三角関数積分項において，x = sin2 θの変数変換を行うと，cos2 θ = 1− x，2 sin θ cos θ dθ = dx

であり，θ : 0 → π
2
のとき x : 0 → 1であるから，

π
2ˆ

0

cos2·
s
2
−1 θ sin2· t

2
−1 θ dθ =

π
2ˆ

0

cos2(
s
2
−1) θ sin2( t

2
−1) θ sin θ cos θ dθ

8
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=

1ˆ

0

x
s
2
−1(1− x)

t
2
−1 · 1

2
dx

=
1

2
B
(
s
2
, t
2

)
.

ゆえに， 1©および 6 を用いて
¨

D

xs−1yt−1 dxdy = lim
n→∞

In = lim
n→∞

(
1−

(
1
n

)s+t

s+ t

)
1

2
B
(
s
2
, t
2

)

=
1

4
(
s
2
+ t

2

) Γ( s2)Γ( t2)
Γ( s

2
+ t

2
)

=
Γ( s

2
)Γ( t

2
)

4Γ(s+t
2

+ 1)
.

ただし，最後の行において Γ(s+ 1) = sΓ(s)であることを用いた．‡

‡微分積分 I, §13 広義積分 演習問題 2 5 –(2)参照のこと．
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