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1 (888) x > −1で定義された関数 f(x)は x > −1で 2回微分可能であり，すべての x > −1に対
して

f(x) =
1

(x+ 1)2
+

∫ x

0

f(t) sin(x− t) dt

をみたしているとする．このとき，f(x) を求めよ．

解答. sin(x− t) = sinx cos t− cosx sin tであるから，

f(x) =
1

(x+ 1)2
+

∫ x

0

f(t) (sinx cos t− cosx sin t) dt

=
1

(x+ 1)2
+ sinx

(∫ x

0

f(t) cos t dt

)
− cosx

(∫ x

0

f(t) sin t dt

)
· · · 1⃝.

f(t)は t > −1で微分可能であるから，特に連続．ゆえに f(t) cos t, f(t) sin tも連続だから，微
分積分学の基本定理を用いれば， 1⃝より

f ′(x) =
−2

(x+ 1)3
+ cosx

(∫ x

0

f(t) cos t dt

)
+ sinx · f(x) cosx

+ sinx

(∫ x

0

f(t) sin t dt

)
− cosx · f(x) sinx

=
−2

(x+ 1)3
+ cosx

(∫ x

0

f(t) cos t dt

)
+ sinx

(∫ x

0

f(t) sin t dt

)
· · · 2⃝.

再び両辺を xで微分して，微分積分学の基本定理および 1⃝を用いると，

f ′′(x) =
6

(x+ 1)4
− sinx

(∫ x

0

f(t) cos t dt

)
+ cosx · f(x) cosx

+ cosx

(∫ x

0

f(t) sin t dt

)
+ sinx · f(x) sinx

=
6

(x+ 1)4
− sinx

(∫ x

0

f(t) cos t dt

)
+ cosx

(∫ x

0

f(t) sin t dt

)
+ f(x)

1⃝
=

6

(x+ 1)4
+

1

(x+ 1)2
.

したがって，

f ′(x) =

∫ (
6

(x+ 1)4
+

1

(x+ 1)2

)
dx+ C1

=
−2

(x+ 1)3
+

−1

x+ 1
+ C1 · · · 3⃝ (C1 : 積分定数).

ここで， 2⃝で x = 0とすると f ′(0) = −2だから， 3⃝で x = 0として，

−2 = f ′(0) = −2− 1 + C1 ∴ C1 = 1.
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ゆえに，f ′(x) =
−2

(x+ 1)3
+

−1

x+ 1
+ 1であるので，

f(x) =

∫ (
−2

(x+ 1)3
+

−1

x+ 1
+ 1

)
dx+ C2

=
1

(x+ 1)2
− log |x+ 1|+ x+ C2 · · · 4⃝ (C2 : 積分定数).

ここで， 1⃝で x = 0とすると f(0) = 1だから， 4⃝で x = 0として，

1 = f(0) = 1− 0 + 0 + C2 ∴ C2 = 0.

以上より，f(x) =
1

(x + 1)2
− log (x+ 1)+ x (x > −1).

2 (888) x > 0に対し，f(x) :=
sinx

x
とおく．すべての非負整数 nに対して

f (n)(x) =
1

xn+1

∫ x

0

tn cos
(
t+

nπ

2

)
dt

であることを数学的帰納法を用いて証明せよ．ここに，f (n)(x)は f(x)の第 n階導関数を表す．
また，これを用いて lim

n→∞
f (n)(1)を求めよ．

解答.

f (n)(x) =
1

xn+1

∫ x

0

tn cos
(
t+

nπ

2

)
dt · · · (∗)

であることを n ≧ 0に関する数学的帰納法で証明する．
・n = 0のとき

1

x

∫ x

0

t0 cos

(
t+

0 · π
2

)
dt =

1

x

[
sin t

]x
t=0

=
sinx

x
= f (0)(x)

ゆえ，(∗)は n = 0のとき成り立つ．
・ある nで (∗)が成り立つと仮定する．このとき (∗)の両辺を xで微分すれば，微分積分学の基
本定理を用いて

f (n+1)(x) =
d

dx
f (n)(x)

=
d

dx

{
1

xn+1

∫ x

0

tn cos
(
t+

nπ

2

)
dt

}
= −(n+ 1)

1

xn+2

∫ x

0

tn cos
(
t+

nπ

2

)
dt+

1

xn+1
· xn cos

(
x+

nπ

2

)
= −(n+ 1)

1

xn+2

∫ x

0

tn cos
(
t+

nπ

2

)
dt+

1

xn+2
· xn+1 cos

(
x+

nπ

2

)
= −(n+ 1)

1

xn+2

∫ x

0

tn cos
(
t+

nπ

2

)
dt+

1

xn+2

∫ x

0

(
tn+1 cos

(
t+

nπ

2

))′
dt · · · 1⃝
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となる．ここで，(
tn+1 cos

(
t+

nπ

2

))′
= (n+ 1)tn cos

(
t+

nπ

2

)
+ tn+1

{
− sin

(
t+

nπ

2

)}
= (n+ 1)tn cos

(
t+

nπ

2

)
+ tn+1 cos

(
t+

n+ 1

2
π

)
· · · 2⃝

だから， 2⃝を 1⃝へ代入すると

f (n+1)(x) =
(((((((((((((((((
−(n+ 1)

1

xn+2

∫ x

0

tn cos
(
t+

nπ

2

)
dt

+
((((((((((((((((
(n+ 1)

1

xn+2

∫ x

0

tn cos
(
t+

nπ

2

)
dt+

1

xn+2

∫ x

0

tn+1 cos

(
t+

n+ 1

2
π

)
dt

=
1

xn+2

∫ x

0

tn+1 cos

(
t+

n+ 1

2
π

)
dt

となり，n+ 1のときも (∗)が成り立つ．以上よりすべての n ≧ 0に対して (∗)が成り立つことが
示された．また，この結果より∣∣∣f (n)(1)

∣∣∣ ≦ ∫ 1

0

∣∣tn cos(t+ nπ

2

) ∣∣ dt
≦

∫ 1

0

tn dt =
1

n+ 1
→ 0 (n → ∞)

だから， lim
n→∞

f (n)(1) = 0．
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