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§8 積分の定義と基本性質 演習問題1 解答
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1 (899)(定義から計算 1©)

積分の定義にしたがって，定積分
∫ 1

0

x dx を求めよ．

解 f(x) := xとおく．区間 0 5 x 5 1を n等分して，分点を

0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1, xk :=
k

n
(k = 0, 1, . . . , n)

とおく．小区間 Ik := {x : xk−1 5 x 5 xk}は長さ∆xk =
1

n
の区間であり，Ik内の代表点として

ξk = xkをとると，定積分の定義により∫ 1

0

f(x)dx = lim
|∆|→0

n∑
k=1

f(ξk)∆xk

= lim
n→∞

n∑
k=1

f(xk)
1

n

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

k

n

= lim
n→∞

1

n2
· n(n+ 1)

2
=

1

2
.

2 (889)(定義から計算 2©)

次の各問いに答えよ．

(1) 積↔和の公式を用いて，

sin θ

2

n∑
k=1

sin kθ = sin n+ 1

2
θ sin n

2
θ

であることを示せ．

(2) 積分の定義にしたがって，定積分
∫ π

2

0

sinx dx を求めよ．
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解 (1) 積↔和の公式を用いて，

sin θ

2

n∑
k=1

sin kθ =
n∑

k=1

sin θ

2
sin kθ

=
1

2

n∑
k=1

[
cos
(
k − 1

2

)
θ − cos

(
k +

1

2

)
θ

]

=
1

2

[(
cos 1

2
θ
���

��− cos 3
2
θ

)
+

(
�

�
��cos 3
2
θ −

�
�
��cos 5
2
θ

)

+ · · ·+
(
��������
cos
(
n− 1

2

)
θ − cos

(
n+

1

2

)
θ

)]

=
1

2

(
cos 1

2
θ − cos

(
n+

1

2

)
θ

)

= − sin
1
2
θ + (n+ 1

2
)θ

2
sin

1
2
θ − (n+ 1

2
)θ

2
= sin n+ 1

2
θ sin n

2
θ.

(2) g(x) := sinxとおく．区間 0 5 x 5 π
2
を n等分して，分点を

0 = x0 < x1 < · · · < xn =
π

2
, xk :=

πk

2n
(k = 0, 1, . . . , n)

とおく．小区間 Jk := {x : xk−1 5 x 5 xk}は長さ∆xk =
π

2n
の区間であり，Jk内の代表点とし

て ξk = xkをとると，定積分の定義により∫ π
2

0

g(x)dx = lim
|∆|→0

n∑
k=1

g(ξk)∆xk

= lim
n→∞

n∑
k=1

g(xk)
π

2n

= lim
n→∞

π

2n

n∑
k=1

sin
( π

2n
k
)
.

ここで (1)を θ =
π

2n
として適用すると

n∑
k=1

sin
( π

2n
k
)
=

sin π
4

sin
(
n+1
4n

π
)

sin π
4n

.

ゆえに， ∫ π
2

0

g(x)dx = lim
n→∞

2 ·
π
4n

sin π
4n

sin π

4
sin
(
n+ 1

4n
π

)
= 2 · 1√

2
· 1√

2
= 1.

ただし，最後の行で lim
θ→0

sin θ

θ
= 1であることを用いた．
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3 (898)(区分求積法 1©)

区分求積法を用いて，次の極限を求めよ．

(1) lim
n→∞

(
1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

2n− 1

)
.

(2) lim
n→∞

{(
1 +

1

n

)(
1 +

2

n

)
· · ·
(
1 +

n

n

)} 1
n

.

(3) lim
n→∞

{(
1 +

12

n2

)(
1 +

22

n2

)
· · ·
(
1 +

n2

n2

)} 1
n

.

解 (1) 区分求積法により，

lim
n→∞

(
1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

2n− 1

)
= lim

n→∞

n−1∑
k=0

1

n+ k

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

1

1 + k
n

=

∫ 1

0

1

1 + x
dx

=
[

log(1 + x)
]1
0
= log2.

(2) Sn :=

{(
1 +

1

n

)(
1 +

2

n

)
· · ·
(
1 +

n

n

)} 1
n

とおくと，

logSn =
1

n

{
log
(
1 +

1

n

)
+ log

(
1 +

2

n

)
+ · · ·+ log

(
1 +

n

n

)}

=
1

n

n∑
k=1

log
(
1 +

k

n

)

→
∫ 1

0

log(1 + x) dx (n → ∞)

=
[
(1 + x) log(1 + x)− x

]1
0
= 2 log 2− 1 = log 4

e
.

ゆえに，
lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

elogSn = elog 4
e =

4

e
.

(3) Tn :=

{(
1 +

12

n2

)(
1 +

22

n2

)
· · ·
(
1 +

n2

n2

)} 1
n

とおくと，

logSn =
1

n

{
log
(
1 +

12

n2

)
+ log

(
1 +

22

n2

)
+ · · ·+ log

(
1 +

n2

n2

)}

=
1

n

n∑
k=1

log

(
1 +

(
k

n

)2
)
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→
∫ 1

0

log(1 + x2) dx (n → ∞)

=
[
x log(1 + xx)

]1
0
−
∫ 1

0

x · 2x

1 + x2
dx

= log 2− 2

∫ 1

0

(
1− 1

1 + x2

)
dx

= log 2− 2
[
x− Arctanx

]1
0
= log 2− 2 +

π

2
.

ゆえに，
lim
n→∞

Tn = lim
n→∞

elogTn = elog 2−2+π
2 = 2e

π
2
−2.

4 (889)(区分求積法 2©)

AB = 2aを直径とする半円周をA = X0, X1, · · · ,Xn = Bで n等分して，4AXkBの

面積を Skとするとき， lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=1

Skを求めよ．

解 円周角の定理より4AXkBは，∠AXkB =
π

2
の直角

三角形であることに注意する．Xkは半円周
_
ABを n等

分するので，∠AOXk =
kπ

n
だから，

Sk = 24AOXk = a2 sin kπ

n
.

B

Xk

A O
•

kπ
n

したがって，

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=1

Sk = lim
n→∞

a2

n

n−1∑
k=1

sin kπ

n

= a2
∫ 1

0

sin πx dx

= a2
[
−cos πx

π

]1
0
=

2a2

π
.
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