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1 (888)(Taylorの定理の積分形)

次の各問いに答えよ．

(1) nを自然数，I ⊆ Rを開区間とし，f(x)を I上のCn級関数とする ．このとき
任意の a, x ∈ Iに対して，等式

f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

1

(n− 1)!

x∫
a

(x− t)n−1f (n)(t) dt

が成り立つことを示せ．

(2) n = 2を自然数とする．(1)を用いて，x ∈ (−1, 1)に対する不等式∣∣∣∣∣log(1 + x)−
n−1∑
k=1

(−1)k−1

k
xk

∣∣∣∣∣ 5 |x|n

n(1− |x|)2

を示したのち，等式

log(1 + x) =
∞∑
k=1

(−1)k−1

k
xk, x ∈ (−1, 1)

を示せ．

解 (1) 微積分の基本定理と部分積分により

f(x)− f(a) =

x∫
a

f ′(t) dt =

x∫
a

{−(x− t)}′ f ′(t) dt

= −(x− t)f ′(t)

∣∣∣∣∣
x

t=a

+

x∫
a

(x− t)f ′′(t) dt

= (x− a)f ′(a) +

x∫
a

{
−(x− t)2

2

}′

f ′′(t) dt

= (x− a)f ′(a)− (x− t)2

2
f ′′(t)

∣∣∣∣∣
x

t=a

+

x∫
a

(x− t)2

2
f ′′′(t) dt

= (x− a)f ′(a) +
(x− a)2

2
f ′′(a) +

x∫
a

{
−(x− t)3

3!

}′

f ′′′(t) dt
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= (x− a)f ′(a) +
(x− a)2

2
f ′′(a)− (x− t)3

3!
f ′′′(t)

∣∣∣∣∣
x

t=a

+

x∫
a

(x− t)3

3!
f (4)(t) dt

=
3∑

k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

x∫
a

(x− t)3

3!
f (4)(t) dt.

以下，これを帰納的に繰り返して，

f(x)− f(a) =
n−1∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

x∫
a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt

i.e.,

f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

1

(n− 1)!

x∫
a

(x− t)n−1f (n)(t) dt.

(2) f(x) := log(1 + x)とする．k = 1のとき，

f (k)(x) =

(
1

1 + x

)(k−1)

= (−1)k−1 (k − 1)!

(1 + x)k

ゆえ，f (k)(0) = (−1)k−1 (k − 1)!

(1 + x)k

∣∣∣∣∣
x=0

= (−1)k−1(k− 1)!．また，f(0) = 0に注意すると (1)より

log(1 + x) =
n−1∑
k=1

f (k)(0)

k!
xk +

1

(n− 1)!

x∫
0

(x− t)n−1f (n)(t) dt

=
n−1∑
k=1

(−1)k−1

k
xk + (−1)n−1

x∫
0

(x− t)n−1

(1 + t)n
dt

=:
n−1∑
k=1

(−1)k−1

k
xk +Rn(x) · · · 1©.

ここで，0 5 x < 1のとき 0 5 t 5 xで (x−t)n−1

(1+t)n
= 0であるから

|Rn(x)| 5
x∫

0

(x− t)n−1

(1 + t)n
dt

5

x∫
0

(x− t)n−1 dt (∵ 1 + t = 1)

= − 1

n
(x− t)n

∣∣∣∣∣
x

t=0

=
xn

n
5

|x|n

n(1− |x|)2
.
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一方，−1 < x < 0のとき，Rn(x) = (−1)n
0∫

x

(x− t)n−1

(1 + t)n
dtであり，x 5 t 5 0において

(x−t)n−1

(1+t)n
5 0だから，

|Rn(x)| 5
0∫

x

|(x− t)n−1|
(1 + t)n

dt =

0∫
x

(t− x)n−1

(1 + t)n
dt

=

0∫
x

1

1 + t

(
t− x

1 + t

)n−1

dt

5
1

1 + x

0∫
x

(
t− x

1 + t

)n−1

dt.

ここで，s =
t− x

1 + t
の変数変換を考えると t : x → 0のとき s : 0 → −xであり，t =

s+ x

1− s
より

dt

ds
=

1 + x

(1− s)2
であるから，

1

1 + x

0∫
x

(
t− x

1 + t

)n−1

dt =
1

1 + x

−x∫
0

sn−1 1 + x

(1− s)2
ds

5
1

(1 + x)2

−x∫
0

sn−1 ds (∵ 1− s = 1 + x)

=
1

(1 + x)2
(−x)n

n
=

|x|n

n(1− |x|)2
.

したがって，x ∈ (−1, 1)の場合に

|Rn(x)| 5
|x|n

n(1− |x|)2
· · · 2©

が成り立つ．ゆえに 1©, 2©より所望の不等式∣∣∣∣∣log(1 + x)−
n−1∑
k=1

(−1)k−1

k
xk

∣∣∣∣∣ 5 |x|n

n(1− |x|)2

が得られ，n → ∞のとき |x| < 1より右辺は零に収束するから，

log(1 + x) =
∞∑
k=1

(−1)k−1

k
xk

であることが示された．
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2 (889)(不定形の極限)

f(x)を R上の C3 級関数で，ある正定数M が存在して，すべての x ∈ Rに対し
|f (3)(x)| 5 M であるとする． 1 -(1)を用いて

lim
x→0

f(x)− 2f(0) + f(−x)

x2
= f ′′(0)

であることを示せ．

解 1 -(1)より f(x)はR上のC3級関数だから，

f(x) =
2∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk +

1

2!

x∫
0

(x− t)2f (3)(t) dt · · · 0©.

ここでR(x) :=
1

2!

x∫
0

(x− t)2f (3)(t) dtとおくと，仮定よりすべての x ∈ Rに対し |f(x)| 5 M で

あるから，x > 0のとき∣∣∣∣R(x)

x2

∣∣∣∣ 5 1

2x2

x∫
0

(x− t)2 |f (3)(t)|︸ ︷︷ ︸
5M

dt

5
M

2x2

{
−(x− t)3

3

} ∣∣∣∣∣
x

t=0

=
M

6
x → 0 (x ↘ 0).

x < 0のとき ∣∣∣∣R(x)

x2

∣∣∣∣ 5 1

2x2

0∫
x

(x− t)2 |f (3)(t)|︸ ︷︷ ︸
5M

dt

5
M

2x2

{
−(x− t)3

3

} ∣∣∣∣∣
0

t=x

=
M

6
(−x) → 0 (x ↗ 0).

したがって，lim
x→0

R(x)

x2
= 0 · · · 1©である．今， 0©の

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
1

2
f ′′(0)x2 +R(x) · · · 2©

において，xを−xに置き換えると

f(−x) = f(0)− f ′(0)x+
1

2
f ′′(0)x2 +R(−x) · · · 3©

だから， 1©および 2©, 3©より x → 0のとき∣∣∣∣f(x)− 2f(0) + f(−x)

x2
− f ′′(0)

∣∣∣∣ 5 ∣∣∣∣R(x)

x2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣R(−x)

(−x)2

∣∣∣∣
→ 0

したがって，lim
x→0

f(x)− 2f(0) + f(−x)

x2
= f ′′(0)．
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